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Fönonu

Det ta  ä r  e t t  spec ia la rbe te  i  matenat ik ,  och  som e t t

sädant skalL det utgöra ett störle enskilt arbete, aon

avser att pä ett sjäIvständ.i9t sätt behanalla ett mycket

begränsat ännesonräale, beräknin9 av a. Samtidigt konner

det i bevisföringen in i ltslag frän ett ganska brett

matemat ish t  fä l t .  S jä Ivk la r t  rö r  de t  huvudsak l igen

analys, som t ex g!ängvärdesberäkning, derivering: och

integrering, nen Aven säalant som inaluktionsbevis m fI

v ik t iga  matemat iska  metoder  fö rekommer ,

Arbetet innehäller ingen uttönnanale behandl ing av av

a I Ia  aEpekter  pä  beräkn ing  av  r ;  de t  sku l Ie  ]eda

a lL t fö r  läng t ,  och  där t i l I  har  t iden  var i t  a l l t fö r

knapp, Unde! arbetets 9än9 har jag narkt att allt ing

tar ninst d,ubbelt eä läng tid, som man tror frän

början. Pä grunal av tid.sbrist saknas därför stora

alelar, son kanshe borde ha vari.t med. Den planerade

in ledn ingen ned h is to r iEk  överE ik t  p& nägra  fa  s idor

har  in te  a l l s  hunn i ts  med,  I  kap i te l  t  har  jag  in te

hunn i t  sk r iva  u t  f ,e lana lysen,  son na tur l ig tv is  borde  ha

realovisats, Kapitel 2 är roycket onfattande, nen eodä

saknas nuneriska beräkningar med metoden och en
jämföre lse  mel l .an  fe luppskat tn ingen ocb d .e t  verk l iga

fe le t ,  Kap i te l  3  ä r  mycket  kor t  ocb  kunde na tur l ig tv is

ha  g jo r ts  nägot  u t fö r l igare ,  med t  ex  fe lana lys  och  en
genongäng av hur fl i t igt metoden använts untler

h is to r iens  lopp.  I  kap i te l  4  eakoas  be l t  e t t  bev is  fö r

att man verkl. igen fär exakt n. Detta l igger tyvärr över

min nuvaranale kunskapsnivä. TilI bilagorna med

Pascal-progran borde sjäIvklart ha Iär0nats utförl iga

konnentarer on de använda algorilmerna, nen tiII aletta

har  son sagts  in te  funn i ts  t id ,  dä  v i  nu  är  inne  pä

terminens  s is ta  vecka.  Programmen är  fö r  övr ig t  in te

avsedda att vara prog ranner i ngs lekn i skt avaoceraale utan

kan förbättras avsevärt. Jag beklaga! djupt dessa

ofu l l s tänd igheter  och  b ! iE ter .



Tlots aletta är jag 9an6ka n6jd efter en arbeteinsate pä
uppskattni ngsv i s 400 tlnrnar. Vad beträffar stringensen
i bevisföringen ska nan naturligtvis inte förvänta gig
för nycket, eftergon det är ett arbete pe gylrnasienlve.
Jeg har dock föreökt skriva nAgofl.uncla strikta bevir
och även 1 övrigt efterst!äva en korrckt stj, l . Jag
hoppaE innerligt att det inte skall vella läraren nägra
s tör re  p rob lem a t t  fö l ja  f rans tä l ln ingen.

Jag viII tacka högskolelektor Fer-AnderB lvert vid.
Linköplngr TekniEka Högskota för viss hjäIp tneat
utfornningen av beuiset i kapj,tel 3. Jag vllL ochEä
tacka nin bandledare adjunkt per-Olof Hil ler (Iälare i
nate[atik och datakunskap) för hjelp ned. praktiska
iletaljer. SIutl igen vi.Ll jaq tacka rnin klasgkahrat
Jonas Grimh€den, so[| varit rniS behjälplig vid
utfornnitlgen av titelsidall.

llats And.erbok
Väne!sborg

Jun i  1990
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1, Anxrüsoss eroo

Arkimealea rnelod. bygger pä beräkninga! av onkretsen av ti11

en cirkel inskrivna och omskrivna regelbundna nänghörningar,

Arkimedes börjar ned den in8krivna 5-hörningen, 9är sedan

v idare  t i I I  12-hörn ingen,  24-hörn ingen och 48-hörn ingen,  och

avslutar ßed den inEkrivna regeLbundna 95-hörningen.

I{an använaler därvid en netod för att fördubbla antalet sidor

en l  ig t  fö l  jand  e :

Sat t  c i l ke los  rad i .e  t i . I I  1 .

KaI Ia  s idan i  den inskr ivna  rege lbundna n-hörn ingen s - ,

BE F
l O B l  =  l A O l  = 1 ,Med beteckningarna i f i .guren

o c h  I A B  I  =  s z . .

Pythagoras sat6 ger nu

-  |  I  l z
1 = t A o t 2 = l " l + t o D t ?

l 2  )
och

2 "
+  ( 1  -  l O D l ) -

r-----
s -  =  /  2  -  ' t 4  -  s '

z ^ f f ^

ar l A C l  =  s

Nar man

s h ,  k a n

| ", I
t . , l

vet

Dan

[-- r-.-ti
.  loDl  =  

/ '  
-  

l : )

sidan i den inskrj,vna regelbundna

ned  h jä Ip  av  l i k fo rm ighe t  be räkna

( 1 )

n-hörningen,

sidan i den



onskri.vna regelbundna

I figuren ovan gäI ler

n -hörn ingen,  S .

I E F  I  I O B  I
- = _  d v s
l A c  I  t o D  I

( 2 )

Vi  ha r  s6=1  ,  och  kan  nu  ne i l  h jä lp  av  (1 )  be räkna  s r2 ,  Bz t ,

s4a  och  ss6 .  Med  h jä Ip  av  (2 )  kan  v i  se t l an  be räkna  SG,  S . r r ,

S r , . ,  S . "  och  Se6 .

V ida re  gä I  l e r

* "  .  ' ,

v i  I ke t  ger f ö l j ande  tabe l  I :

5-hörn in9

12-hörn ing

24-hörning

48-hörn i  ng

95-hörn ing

3 , 0 0 0 0  <  n  (

3 , 1 0 5 8  <  a  <

3 , 1 3 2 5  <  a  <

3 , 1 3 9 4  (  n  (

3 , 1 4 1 0  <  n  (

3  , 4 5 4 1
3 , 2 1 5 4

3  , ! 4 2 7

Arki.n€des angav med hjäIp av d.e inEkrivna och onekrivna

rege lbundna 96-hörn ingara  gräneerna fö r  n  t i I I  : ] f  ocn  S] ,

och  de t ta  ansAg han tyd l igen vara  en  t i l l r ! ; k f ig t  g ;d

apptoximation för de beräkningar han önskade genonföra.

V i  har  a l l t sä  tvä  gränser  rne lLan v i l ka  v i  ve t  a t t  n  meste

l igga,  Men var  q re l lan  i legsa gränEer  l igger  n?  Mi t t  emel lan?

För att formulera probl,etnet natenatiskt:

Vaal är

l i m  k  ,

d .ä r  k  de f in ie rag  qenon

3 +k (S -s ) =:--r ?

^ / z ) '



Lät oss dä först

2 s -  - s
r i- -----.iI---L
n+o

och
?  q  - e

r i - -----iI--!-
n+(D

Dä n)co gälLer att

kan skr ivas

/----:1
^ /  ^  r '  ,  Z
zf z ' f  . r-a -  6

I i n
9 + 0 , ,r:--- z .:

3 / f  ! - 3  / 1  -  I

för att lättare hunna beräkna

,={*V . Dä eätrer ̂ * .={;?
värd.et beräknas enligt föl jande

beräkna

9-t0, och det första av dessa grensvärden

gränsvärdet

och 9+0 ger

aät te r  v i

t)2, Gräns-

I  i n
s t0

/-----
2

zf z-f  1-3 -  s zr'ui - {iV
= I i ln

t)2zu11tl7 - . ttt*?p - ltn7

^ ,-:
2 - { Z + C

zf,zLr - /7i
=  I i n

L+2

=  I  i m
t+2

=  I i n
l )2

t  ( ,  -  / ; ; )

t ' z t i ( z - t )

t ; ;  { , ,  { ; ; )

/ ; ;  ( , .  / ; ; )



Det analra gränsvärdet kan skrivas

Sätter vi även här t=

I  i n
s-t0

I  i n
s-r0

'1ttuJ 1i - '

fä r  v i

r---: / /--:
/  2 - /  4 = ' /  /  z + /  + - s '  -  s

=  I  i ß

=  I  l n
l)2

,-- / r- /--------
4/ 2-L/ y' 2+E - / 4-t'

,ltnZ/, - ttG

otr'zi - /Ä
z { ä r c  -  /  z i

, ( ,  - t z * t r )
= I i l t

t.2

=  l  i n
tr2

= t
2

a l  I  teä

Vi  fär  nu

2 ( 2 + t )  -

t

2+t

1 1  1 r 1  1- 4 ) - 4 l z - 4

av n  b I  i r

Dä s - )0  ä r
1

S  -  ( s  + + ( S  - s  ) ) , / 2 .

geonet ! i sk  se ! ie :

1  1 f  1r t n K  = - r + - 7 t -
nt@

Formeln för beräkning

^ (  1  \
n  .  * l s  + * ( S  - s  )  |

z t  i  r  n  .  J

.  1 _ ^s ^  e  ( a  + ; 1 5

L i m  k  s o n

t z  ,
J  " '

- s  \ \  / 2

SUnmao

= t
3

och

av en



v i l ke t  ger  fö l jand ,e  tabeI I  med approx ina t ioner  av  n :

( - L Ä r n i h n r - ? 1 q q

12-hörn in9  n  -  3 ,L423

24-hörn in9  n  *  3 ,14164

48*hörn i .ng  n  -  3 ,141595

9 6 - h ö r n i n g  a  a  3 , 1 4 1 5 9 2 8

Som ßan ser av tabellen ovan, och son man ocksä kan ut!öna

ur ale tidigare behanallad.e gränsvärdena, är approx irnat i onerna
av 't negot för stora, nen med alenna enärre utvidgning av
Arkinedes netoal fär man ändä ti l lräcklj.gt noggranna värden
för  f le r ta le t  p rak t iska  beräkn ingar  av  en  c i rke ls  omkre ts .

En fe lana lys  ger  a t t

n l  l . ^  . l  n -  - 1
; l s  r ä ( s  - 5  , l  -  t r  I  - -  nz t  n  r  n  n  J

dvs

* L * r s - " , . ]  - n
z t  n  r  n  n  J

5

2 0
I i rn

1 - 5



2. BSNNOUI,L I POLYNOI'I OCH EUI.SN-I'1ACL,{UN I NS SUMI'IATIONSFORI'IEL

Vi  ska l l  här  s tu i le ra  en  spec ie l l  k lass  av  po lynom,  son

ka l las  Bernou lL iska  e f te r  t len  berönde gchweiz iske

natenat ikern  J .  Bernou l l , i .  och  ned h jä Ip  av  dessa b I  a

bev isa  fo rne  In

e c o
f l - I

- =  \
ö - n

n g 1

sant därefter använala Eul er-Maclaur ina sunmationsformel för

att pä ett effektivt sätt kunna beräkna sunnan nuneriskt.

Ka l la  e t t  Bernou l l ipo lynon av  grad  n  fö r  Br (x ) .  V i  Iä te r  nu

B . ( x ) = x - i  o c h  d e f i n i e r a r  s e d a n  B  r e k u r s i v t  e n l i g t  f ö I j a n d e
1 -  Z

B ' ( x )

B  ( 0 )

( 1 )

( 2 )

=  n  B " _ 1 ( x ) ,

=  B  ( 1 ) ,

^22

n>2

t

ore t  (2 )  k räver  a t t

B " ( x )  d x  =  0 ,

30m

1 1  B '  ( x )  l -  B  ( x )
R rvr dY - I  n+l a" = l ---- !a1----

Jo  n+1  [  n+ r
r  nu  k la r t  a t t  v i  success iv t  en tyd i .g
qenon a t t  in tegrera  Bn_1(x)  en l i9 t  (1 )

mma integrat ionskonstaltten med hjäIp av

fär  v i  fö r  n=2:
a  1  1 2 1  ^  z(x)  = 2 l  (x- j )dx = 2( ix ' - ix \+c = x -x+c

z  -  -  I  x '  ^  l -  1  1( x  - x + L ) c t x  =  l - - - - - - r + u x l n = T - 5 . +-  J -

^ _ l

V i I I K

"1
IJ o

ef te r

^1
I
J o

Det  ä

B  ( x )

bes tä

t e x

B.

f1
I, o

varav

I
= 0

0

han bestämma

och d.ärefter
( 3 ) .

A l l t s ä  B r ( x ) = x ? - x + f

Vi  ska l l  nu  uppetä1 la  och

BernouLliska polynonen.

S a t s  1 r  B  ( 1 - x )  =  ( - 1 ) "  B

B e v i s :

V i  ska l l  v isa  de t ta  ned

beviga en rad

( x )  .  n > l .

indukt i on.

gat9er forancte de



Star t :
1 1

B r ( 1 - x )  =  ( 1 - x ) - ä  =  - ( x - i )  =  ( - 1 ) B r ( x )

Induk t ionss teg :

A n t a g  a t t  B " ( 1 - x )  =  t - 1 ) '  B ^ t * t  f ö r  e t t  f i x t  n .

A v  ( 1 )  h a r  v i

d -  Bn* , '  (u )  =  (n+1)  Bh (u )

varav ,  ße t l  u=1_x ,

d - d.u d -- i -  D  . ( U ,  =  - i - . - i -  ö  . ( U ,
OX n+ l  OX ( I t l  n+ l

=  ( - 1 )  ( n + 1 ) 8 "  (  1 - x )

Vi fär ltu av inalukt i onsantagandet oeh (1) att

f . r
B  - ( 1 - x )  =  I  - -  B  , ( 1 - x )  d xn + l  

J  
q x  n + r '

I=  l - ( o + 1 ) B  (  l - x )  d x
J "

I  -  .  n * r .=  I  ( _ 1 )  ' ( n + 1 ) B  ( x )  d x
J "
,  -  .  n f l -=  ( - 1 )  ' B " ( x )  +  C

Men av  (3 )  fä r  v i

n l  n l
0  =  - l  B  ( x r  d x  =  I  B " + 1 ( 1 - x )  d x

J O  n + l  J O

^ 1
=  |  t t _ t ) " - ' A  _ ( x )  +  c )  d x, o

- L  - t
r - t ; n " l  B  ( x t d x + l  c d x

J O  n r r  J O

= 1 _ 1 ; " . ' . 0 + c ,

varav C=0. och
.  . . n + l -! n + 1 ( r - x )  =  ( - 1 )  ö n . 1 ( x J .

Indukt i onsanlagandet 9äIIer aIItsä ävcn för n+1 .

S.LutEat6 :

En l ig t  induk t ionspr inc ipen gä l le r  nu

B " ( 1 - x )  =  ( - 1 )  8 " ( x )  f ö r  a l . I a  n > l  , o

Sate  2 :  Det  f inns  en  ta l fö I jd  t l " t l - ^ ,  de  Bernou l l i ska

2 - 7



| . I  a n  a A ' l r n  : + +

\- l, n ) "-*B ( x ) = )  l ; - l b  x  ,  n > 1^ l----- tK J
I t ! O

och alenna han b€räknag genon rekurgionsforneln

)  |  i :  I  b .  =  0 ,  n > 2 ,
z - - . -  t ^ . /

d ä r  b  = 1 .

Bev i  s  :

V i  bör ja r  med a t t  ge  e t t  induk t ionsbev is  fö r  den fö rs ta

de Ien .
Star t  :

1  1  \ -  f  1  I  1 - rl , t e d  b ^ = 1  o c h  b _ = - *  ä r  B - ( x )  = x - * =  )  l i  l b .  x
z  l -  \ K  )

Induk t  ionss teg :

\ - r
A n t a q a t t B  ( x ;  =  )  l S l b  x ^ - *  f ö r  e t t  f i x t  n .

I - - ' ' ' -  IK J
* . O

D ä  ä ! ,  e n l  i g t  ( 1 ) ,

Bn+1(x)  =  ( " . t )  
J  I I  _ . " [  I  ]  r '  * ' - '  ]  " ,

' n  
I  n - l  .-  \  |  t n + l ) l  r  o  x  c l x

/  |  t l ( l  k

i  r  n * 1  n :  n - r + r  ' l=  )  l + D|  |  ' : i ( n - k ) l  *  I  n + '
; ;  

' n - ß r r  i r

i  f  ( n + 1 )  :
.  )  b  x n - * * t  |  +  b' . 1 ) :  x  )

i -  
'  K r  (n -ß+

n +  !
\ -  [ n+1 )  .  n+ r - *' L I r J " u *
t . o

AIltsä gäIIer i ndukt i onsantaga[ale t äveo för n+1 , oir v1

bara  ser  t i l l  a t t  vä1 ja  in tegra t ionskons tan ten  t i lL  bn11.

S l u t s a t s :

EnI ig t  induk t ionspr inc ipen ex is te rar  a le t  en  ta l fö l . jd



\ -  f  n  )  . - r
t b u l i . o ,  E ä d a n  a t t  r " t x ) = | [ ; ; J o , x  -  f ö r  e 1 l ä

n>1 .

Nu kan vi bevisa även alen analra tlelen.
F Ä r  n > ?  ä r  h  = R  r o r = R  t 1 \  .  o c h  e f t e r s o n

n  n -  1

B t x r = \  l l l l  " ' - * = \  l l l l l  * ' - *  + l
l - \ K )  *  l - t ß . ,  r r  n
l a  -O * .O

f ä r  v  j . ,  ned  x=1 ,

\ _ .  r .  \
)  I  i :  I  b .  =  B  ( 1 )  -  b  =  0 ,

1 _ l E  )  *  n

v i l ke t  bev isar  d len  an t l ra  t le leo .o

S a t s  3 :  I  i n t e r v a l l e t  t 0 , 1 1  ä r  B 2 r , 1 t x r  =  0 ,  k > l ,  i
punk terna  O,  L /2 ,  L  och  inga andra .

B e v i  s :

V j .  b ö r j a r  m e d  a t t  v i a a  a t t  B z k . 1 ( O )  =  B r * . , r l i )  =  B . * * r ( r )
=  0  fö r  a l la  k>1 ,

E n l i g t  s a t s  1  ä r  B z k + r t 1 - x )  =  - B . * * r ( x ) ,  o c h  i n a ä t t n i n g  a v

x=0 ger ,  ned använd.aAde av  (2 ) ,

B z r . ! ( 1 )  =  - B ? r * r ( 0 )  =  - 8 " * * r ( 1 ) ,

varav

B r * . r ( o ) = B 2 k + i ( l l = 0 .

1
Insä t tn ing  av  x= i  ger

1 1 1
B r * * r ( i )  =  - 8 2 * + i ( i )  .  B 2 r * 1 ( ä )  =  0 .

A t t  i .nga  f le r  no I Is tä l Ien  f inns  i  in te rva l le t  [0 ,1 ]  v isar

vi ned inilukt i on.

Star t :

För k=1 har vi
r  1 1  1  1

B r ( x 1  =  1 -  - ; x ' +  
i x  

=  x  ( x - i )  ( x - 1 ) ,

v i  I k e t  u t e s l u t e r  y t t e r l i g a r e  n o l l e t ä l l e n .

Indukt i onssteg:
a n + ä ^  . + +  R  / v \ ' ^  i  i , n t e r v a l l e t  ( 0 , 1 / 2 )  f ö r  e t t  f i x t

k .  o n  B z * + 1 ( x ) < 0  k a n  v j ,  i  s t ä I I e t  s t u d e r a  - B z k r 1 ( x ) .

Det ta  ä r  ekv iva len t  med a t t  no l l s tä l len  saknas .
A v  ( 1 )  f ä r  v i

2 - 9



B ' j i + 3 ( x )  =  ( 2 k + 3 )  B : * + z ( x )  =  ( 2 k + 3 )  ( 2 k + 2 )  8 2 * + 1 ( x ) .

A l l t s ä  ä r  B ; k . 3 ( x ) > 0  i  i n t e r v a l l e t  ( 0 , L / 2 ) ,  d v e  B ; r + 3 ( x )

är  s t r i k t  konvex  pä  in te rva l le t .  E t t  annat  k r i te r ium fö r
en  s t r i k t  konvex  funk t ion  är  a t t  en  korda  l igger  he l t

ovanför funkt i onshurvan. Leter vi t lenna korila vara

x - a x e l n  m e l l a n  x = o  o c h  x = ä ,  f ö I j e r  a t t  B r * . " , * ) . 0  d ä

x e ( 0 , L / 2 ) ,  d v s  n o l l s t ä l l e n  s a k n a s .  A l I t s ä  g ä 1 1 e r

indukt i onsa.ntaganalet äveo för k+1.
För  x€(1 /2 ,1 )  fö l je r  motgvarande d i rek t  av  sa ts  1 .

Sl"uteats I

En l ig t  induk t ionspr inc ipen fö I je !  a l t  B . * r r ( * ) *0  i

i n t e r v a l l e n  ( 0 , 1 , / 2 )  o c h  ( L / 2 , L )  t . ö .  a l l a  k > l . E

Sats  4 l B " ( 2 x )  =  z ' - 1  {  I , t x )  -  r . t x + } )  ) ,  n > r .
Bev is  :

Vi vi.Ear även alenna eatE ned induktion,

Star t :

För n=1 har vi

8 1 ( 2 x )  =  B ! ( x )  +  B r ( x + ä ) ,

e I  le r  ekv i  va len t
1 1 1 1

2 x - i = x - ! * * - i t i ,

v i l ke t  uppenbar l igen  9ä I le r  fö r  a I Ia  x .
T  h r l , r L +  i  ^ h  e . + a d .

A n t a g ,  f ö r  e t t  f i x t  n ,  a t t  B n ( 2 x t  =  Z " - t t S , t * t - S . t * * 1 ) ) .

N u  ä r ,  e n l i g t  ( 1 ) ,

+ -  B  ( u )  =  ( n + 1  J B  ( u ) ,

och med u=2x fär vi

9 : :  s  - , , r ,  =  91  9 : :  g  - (u )  =  2 (n+1)B  (2x ) .
O X  n . l  C I X  C t U  n + 1 -

A I I t s ä
f , ,

B^+ , (2x )  =  
. l  ä ;  B . r , t z * t  a '

=  
J  2  ( n+1 )8 " (2x )  dx

= , "  IJ  
(n+1)8"(x)  dx  + J  (n+1)8"( ' * ] l  a*  J

r l=  
J  2 ( n + 1 ) 2  ' ( B n ( x ) + B n ( x + i ) )  a t x

2 - 1 0



= 2 " ( z  ( x ) -  1 \

t  n + ,  
- B h . 1 ( x + ä )  

J + c
För att bestänrna i,ntegrat i onskoogtanten, C, använder vi

oss  av  (3 ) .  För  höger ledet  fä r  v i

tL /z  1  f1
I  B  f 2 x ) d x = - l  B " * r ( x )  d x  =  0
i o  n + l  .  

u  l o
För vänsterledet fer vi

l L / 2 t  - ,

l ;  l r "  ( 4 " . , r * r  *  s " . , r x + ] r )  *  c  J  a *  =

( t t t z  l r / 2  ,  \  l t t z=  2 " l l ^  B , . r ( x ) d x + l  8 . . , { x + ; ) d x l + l  c  d x
u o  J o  '  J  J o

^  f1  c
= 2 - l  B  _ ( x ) d x + _

l o  " '  2
c

= ;

SäIe i les gäLLer  C=0 och

B " * 1 ( 2 x )  =  2 "  (  8 " , 1 ( x )  -  B " - t ( x a + )  )

S lu tsats :
Enl .  ig t  indukt ionspr inc ipen gäl1er

B n ( 2 x r  =  2 n - 1  t  B . t x )  -  r " t x + | l  I

fö r  a l . la  n>1.o

S a t s  5 :  l B ^ .  _ ( x ) l  ?  ( 2 k + 1 )  l b ^  l , / 4 ,  0 < x i 1  .  k : I

B e v i s :

E n I i g t  s a t s  1  ä r  l B r * . r ( * )  |  =  l B z r + 1 ( 1 - x )  l ,  v a r f ö r  v i

endas t  behöver  be t rak ta  in te rva l le t  t0 .L /2 ) .
E n l i g t  s a t s  3  ä r  l B z r + 1 ( x ) l > 0  i  i n t e r v a l l e t  ( 0 , L / 2 )  f ö r

k : l  .  F ö r  k = o  h a r  v i  t B l ( x ) t  =  t x - j t  >  o ,  o < x < ! / 2 .

A I I IEä  fä r  v i  av  (1 )  a t t  Bzk(x )  an t inqen är  s l rängt

växana le  e I le r  s t räng!  av fagande pä  in te rva l le t  (0 , I /2 ) ,

Efterson vi betraktar absolutbeloppen innebär det i.ngen

inskränkning on vi anlar att B.u(x) är strängt avtagande.
Av  sa ts  1  ocb  (3 )  fe !  v i

t1 /2  tL  /2  f1
2 l  B ^ .  ( x )  d x  =  I  B ^  ( x )  d x  +  I  B ^ .  ( x )  d > .  =  0
J o  " '  J o  "  J r t z ' .

Dä mäste



B z r ( 0 ) = b 2 r > 0

och

B,r (+) < o
V i d a r e  f i n n e  e t t  t a l  x o ,  0 < x o < | ,  s a  a t t  B z k ( x o ) = 0 .

Ef te rEon

B,u* ' , ( * )  =  , ro* r rJ*  Bzr ( t )  d t
fA r  v i  a I  l  t sä

nax lB r * * , ( x ) r  =  ( 2k .1 ) J ; "  BzL (x )  dx

Ti l länpar  v i  sa ts  4 ,  rned x=ä,  i  konb ina t ion  rned.  sa ts  1 ,

fä r  v i
1  " , (  1  ?  \

B  2 * t ! 2 )  
=  2 " - ' I  B r k ( ä ]  +  B " * t ä )  

)

= z,  r rut t )
varav

a  , l '
n  , ! r  =  

- z t a ' 2 ,
- z * ' 4 '  

2 r n

A l l teä  är  Bz* (ä)<0 och d ,ä  Bat (x )  ä r  s t rängt  av tagana le  kan

vi atra slutsatsen att xo<f,.

. l d , x

Lät  3" (x )  be teckna den funk t ion ,  nec l  per ioa leD 1 ,  son  är  l i ka
n e d  B " ( x )  i .  i n t e r v a l l e t  [ 0 , 1 ] .

V i  ska t l  nu  a l i sku tera  Four ie rser ien  fö r  En,  A t t  u tveck la  en

funk t ion  f ,  nea l  per ioa len  1 ,  i  Four ie rser ie  innebär  a t t  nan

Slut l  igen fär  v i  nu

lx^
l B r * * , ( * ) l  s  ( 2 k + l ) l O "  l B z k ( x ) l  d x

t ^ ^(  ( 2 k + 1 )  I  
-  l b ,

. 1 0

I t ts
< (  2k+1)  |  rb ,

. ' 0

( 2 k + 1 )  l b z r  I

*

2 - 1 2



framstaller den sorr en sunna

2 r i k x!  ( x t  =  
L  

c k ( ! J  e ( 4 )

där  ck ( f )  ä r  a le  sk  Four ie rkoef f i c ien terna  t i11  f .

On (4 )  gä I le r  i  den  s ta rka  nen ingen a t t

. r-
2 r  i * x  Im a x I f ( x ) - )  c , ( f ) e - ' " "  | . 0  d ä N - . o ,,  L _ x

kan  v i  muL t ip l i ce ra  rnea l  e -2n t "  och  i n teg re ra  va r je  te rm fö r
- i -  F F T - - - ^ -

1 1  |  e - z a i / Y  1 1l -  - z - i ! x  |  
-

I  e  O X =  l - l  = U  O m  g I U
lo I  zniv lo

oeh

t r - f I
I  e - - -  d , x =  |  I d x = L  o m  ! = 0 ,
J O  J O

fär  v i
rr rr r -l I
I  r t * t . - ' " ' " ' a *  =  l -  l )  c . . r t l  e - 2 - ' r ' - r . ' '  l d x
J o  J 0  l :  )

=  t  |  "  1 6 1  l '  " - ' " " ' - * ' -  4 *  |r _ l * .  l o  )
=  c "  ( f )

Four ie rkoef  f  i c ien terna  b l i r  a l1 tsä
t l

c  1 t ;  =  l -  f ( x )  e - 2 ' i " *  d x  ( 5 ),  J O

Enl ig t  (3 )  har  v i  nu

_  11
c ^ ( B ) = l B ( x ) d x = 0 ,

. l o  '

om n>1 ,  och  d .e  r *0  fä r  v i  ned  h jä Ip  av  (1 )  och  (2 )

n1
c  ( E  )  =  l -  t  , * ,  " - z ' r u x  u *

J o  "

1  f 1|  - ,  -  2 " : ,  r  .ö ( x ) e d x
z l l L D  . t u

n 1 1
= - l  B  ( x )  e - 2 - , , *  d x

l ^  n - r
z n r D . t \ )



=  =  |  -  - z - ' u x  .- . . , _  
, ^  * ,  l ^  b r l x l  e  o x
\ z n r t  )  J u
n l

= - -

\ z n \ D  l

där vi använt part iaI integrat i.onen
- ? ' i ' r  1 "

I I  I  E  I I

l -  r r r ( x t  e  o . x  =  
l ö ' ( x J

J0  ^  
L  -2a iu  .10

f 1  e  -  ' -
-  |  B :  ( x )  -

J  U  - Z l l r v
d.x

i
I  I I

-  I  B j  r x )  e - " '  *  d x ,  o l l  k > 2

1
om k=1

21\ i, v

Frägan är  nu  om (4)  gä I le r  ned t lessa  koef f i c ien ter ,  V i  v i l l

a l I t sA v iea  a t t
- n !

D  ( X . '  =  )
'--a: | 211, u )

fö r  n>2,  (Four ie rser ien  fö r  B t  ä r  mer  konp l icerad  och tas

in te  upp här .  )

Lät all lsä n:2, 0sys1 , och betrakta funhtionen
B -  ( x )  -  B ^  ( y )

f(x) = ---j:-------::-i , 0sx3] .
r -  e

l , led .  länp l i9  de f in i t ion  dä  x=y  sant  64  1=y+1 är  f (x )

kont inuer l ig t  a le r iverbar  fö r  03x31 (se  append ix  A) .

Vi har da

11 -
c . ( r j  =  |  t ( x )  e  C r x-  J 0

.  - z r t r x  . -  , ,  - z " t u t
I  e  l r  f r  e

=  |  f ( x )  f ' ( x )  -
L  -2 t t ip  l0  J0  -Zn iu

dx



=  -  t  
[ 1 r , r , - r , 0 ,  I  -  [ t  r ' ( x )  e - ' � " 1 ' .  d x  I

2 n i u t w  J 0  )

1  [ 1  - . .  - z n , D '  .
f ' ( x )  e  d . x  r 0 ,  d ä  n o .

2 ^ i v  J o

Ef te rson

B ^ ( x )  =  B . ( y )  +  f ( x )  -  f ( x )  e 2 " i ( ' - v ) ,  o s x s 1 ,

sä  fä r  v i

c  ( B  )  =  f t  a  t * ,  " - ' " ' ' .  a *
J o  '

f l  r=  I  I g - t y l  *  f ( x )  -  f { x )  e 2 ! i ( x - v r  l e - z " r ' x  d x
Jo . .  "  )

I  c , , ( f  )  -  e - 2 " i Y  c , _ r ( f ) ,  o m  u r . o
= )

l g ^ f y l  *  c u ( f )  -  e - 2 " i '  c , - 1 ( f ) ,  o n  D = 0 .

Al l tsä är
I

T
- z r i v  f - -  - z r  L r  v

l ,  " - 1

I  r - 1

=  I '  M  +  )  C  t ! )  e  '  -  )  C  ( t t  e  '
L - '  l - u
- l  - t i -  1

{ f l - 2 ' l ( l * 1 ) Y=  ! n ( y ,  +  c r ( l l e  '  -  c _ * _ r . - , -

+5  (y )  dä  N+o ,

v i l ke t  bev isar  a t t  fö r  n>2 qä l le r

_  e - ? r i t x

B  ( x )  =  - n ! )  -
n  l -  , T - i . , r n4 lzni")"

I ' led n=2 och x=0 fär vi nu av (6)

! - 1
t r  =  - r r \  -- z  - ' /  , ^  .  . z.--_ |  Znrv )

( 5 )

2 - 1 5



eI  Ie r  ekv  i  va len t

_ 2

_ =  )  _ - _ _  ( 7 )

vilket är den formel vi skall använtla för beräkning av fl.

Lät f vara en funkti.on ßeal mänqa kontinuerliga i lerivator.

Genon upprepad par t ia l in tegra l ion  och  med h jä lp  av

bernoul. I i  po L ynonen fär vi

1 1  r  ,  r 1  f 1  ,
I  f ( x )  d x  =  l ( x - ; ) f ( x ) l  -  |  ( x - ; ) f ' ( x )  d x
J O  J O  J O

_  
f ( 0 ) + f ( 1 )  [  B r ( x )  - .  . l t

2 l--' 
t ' t,.,1 o

I '1  B-  (x)
+ | -----:-- f"(x) dx

J 0  2

f  ( o )  + f  ( 1 )  [  B , ( x )  1 1-  I  
-  r ' ( x ) l

2 L 2 J 0

I  B ^ ( x )  1 1  f 1  B ^ ( x )
+ l______:_ f"(x)l - | -____j_ f,,,(x) dx

L  5  l 0  J 0  6

f ( o ) + f ( r )  J- ! \ r /  \ -  f  ,  r  " r ( ^ ,  - r r _ r r ,  . l '
i  r \ _ t ,  \ x , r

2  l l  
t  k l  r o

i  [ .  , . *  B * ( * )-  
LL ' � - ' ' �  ,

1

f1  B (x)
+  t - r ) "  |  

"  f ' " ' ( x )  d x
J 0  n !

Ef te rson Br (0)=8* (1)=0 on  k  ä r  ud .da  fä r  v i ,  om v i  vä l je r

rL=2p+L,

l1

Jo  
f  ( x )  dx  =

2  i : i  
L  ( 2 k ) !  r o

f 1  B . ' * , ,  ( * )  - t 2 o t 7 )  .(x )  c lx
J 0  (  2 p + 1 )  I

Otn  nu  f (x )  ä r  kon t i [uer l ig t  t le r i verbar  2p+1 qgr  i  in te r -
va l le t  [n ,n+ l ]  kan  v i  by ta  u t  in tegra t  i  onsgränserna 0  och  1
f to t  n  och  n+ l ,  och  fä r  de  (med.  B .o* , I  i  s ta l le t  fo r  " .0* . r )

2 - L 6



- , r u - r , .  - l t * 1r  t x  r  I
l n

[ " * t
J n

I M
- ( 2 k - 1 )  _  . l - _r  r x j  I

l N

f  ( x )  d x  = |  \ -  o , *
- t  l

L t ;  ( 2 k ) !

f ( n ) + f ( n a l )

för n

r h + 1  R  / v \
l " '  

- 2 b +  
r  " "  - { 2 b + t )

J n  (  2 p + 1 )  !

=  N ,  N + 1  ,  . . . ,  M - 1  f ä r  v i

dx

Sunoerar vi

l M  - .
I  r  ( x )
J N

O,rr- t , [ : , l l -
\  x _ / l N

v iLke t  ä r

Sätter vi.

l . " 1
l n ?

\-r
a r x  =  

) . f ( n )

l r- t /

l M  B z o . 1 ( x )  - t ? D + r ,
I X j  o x

J N  (  2 p + 1 )  !

tlen s k -6uier-rta claur i ns sunnat i onsforne 1.,

nu  f (x )=1 /x -  och  lä te r  M- 'o ,  fä r  v i

r l P
.  \ -  r  r .  l \ -  b . u
ü ^ =  /

f , i  " '  2N2 [ f i  rz r . , r

f (N) +f (l ' l  )

( *J  '
( 8 )

( e )

[ '  
E ' o *  '  ( * )

J N  ( 2 p + 1 )  I

E f t e r g o n  D ( " )  ( x - 2 )  =  ( - 1 ) n ( n + r . )

snärre onskrivoinga!

För a!!

2

5

fär vi med nägra

. 1 .
Ä l 2 p + 1 )  I  

-  
I

.  x ,

.  -  ( n + z )
l x

dx

- 9 - r 1 1 - l -

)  + = - - - - ; - )  o , * * - , , * , ' ,
f; n' N 2N" ?i

t0 -  - ( 2 o + 3 )  --  \ 2 p + 2 )  |  t  , ^ - ,  ( x ,  x  c l x
J N  

' '  '

beräkna

/ 
---

2 - L 7



behöve!  v i  a I  l t sä

ternerna exakt och

res teA.

De bernou l l i ska  ta len ,

antlra aleleo av sats 2.

bara beräkna

sealan använda

bzk ,  kan

summan av de N första
(9)  fö r  a t t  uppskat ta

beräkna ned hjäIp

Io tegra len  i  höge l ledet  kan  v i  in te  beräkna nuner isk t ,  u tan

vi fär oöja oes ned att försöka göra en uppskattning av hur

s to r l  fe le t  b l i r  on  v i  fö rsunnar  denna.

V i  v i I I  a l l t sä  uppskat ta  en  övre  gräns  fö r  abso lu lbe loppeL

av integral en

Ji  
t " " - , , , ,  x- (2p+3) dx

Antag a t t  E .o , r {x )  a r  pos i t i v  i  in te rva l le t  (N,

ana log t  resu l ta t  fö I je r  o r  Ero , r ( * )  ä r  negat iv ,

a rbe tar  mea l  abso lu tbe lopp;  se  ocksä sa ts  3 . )  De

* ' * r .  (Her t
ef te rson v i

ä !  E to"  ( * )

i  A te rva l  I  e tnegat iv  i  in te rva l le t  1X* ] ,  X* f ; ,
( N + 1  ,  N r ; )  o . s . v .

Delar vi nu upp integralen i

p o s i t i v  i

E.o.', (* )
- ( 2 D + 3 )  .x c l x

interval I

+ L  / 2

1o * z

Iiu,"-,,,., *-t""-"' u* = Jl
. 
ü fi:L B'o*'(*) *-('o") d*

se r  v i ,  ned ,  h jä Ip  av  sa ts  1 ,  a t t  e f t e raon  x - (2p f3 )  
- r  en

avtagande funktion bl ir ocksä absolutbeloppeA av termerna

avtag:ande. Dä är aI I t  id

a n l
t  =  - ( 2 D +  i )  l 8 * Z  =  - ( 2 D + 3 )  .
l .  t  B r o r r ( * )  x  - ' -  a l x  +  

l .  
-  B 2 D + r ( x )  x ' - ' -  d x  /  0

J  x -Z  . lK

och i lärned

.a tN**
)  1 . .  i_ ,  B .o* , ( * )  r - ' to* "  d*  .  o
; ;  J N * - 2

Slutl igen fär vi ned användande av aats 5

Ji u,".,,,*, *-''o.'' u*l . lJn.+ u,",,,,,., x-(zp+3) dx

2 - L 8



fN*+'  l *  
-

fN*+' l n  -

\ ' E  ' , l ' 2 b l  _ ( 2 D + 3 ,  -- x  c t x

\  - P  - .  t ' z b t  . - _ t z b + 3 t  -
d x

-  
( 2 p + 1 )  l b r o  I

8  N z P ' :

Nu 6.teretär bara att uppskatta b2e. Av (6) fär vi

( 2p )  t  g  1
l L  |  =  -  r  \t  - ? p ,  

( z n l ? p  
*  , r o

2(2P)  |  t : -  t
' --::--:; 

) 
--

t z n )  =  n

t 2 p )  !

1 2  ( 2 n ) z p - z

Sannanfattningsv i s har vi aIItsä att

n ? - i - r r r P"  
- f i * l -  

'  
* \ - u  N - ( 2 k + 1 '

5 L-  nz  y  2N"  l - -zk  
"

d.är b beräknas ur

)  l i l b  =  0 ,  n . 2 ,  b ^ = 1 ,
I , \ L  )

och där felet i beräkningen är minalre än

(  2p+2 )  I

9 5  ( 2 ^ ) 2 P  
-  2  N 2 P * 3

N och  p  kan  vä I j as  qod tyck l i g t  a l l t e f t e r  hu r  s to r

noggrannhet man öngkar.

2 - t 9



3 . l'hcnrns seu r

Vi ekall her använda serien

n  $  t - r r '  (  1  . ,  1 2 n + l  (  1  \ 2 n + 1- = )  - i a l  i l  -  l r . ' " : -  |
4  -  2 n + L  t  t - '

som uppfäcktes av John llachin är 1706,

För att härleda Eeriens sumna ansätter vi

- 9 -  r  - 1 ) n
\  '  - '  

2 n + 1
! ( x )  =  /

L- 2^+L

Der iver ing  ger

\ -  \ - -  z . nf , ( x ) = )  ( _ 1 ) . x -  _ )  ( _ x - ) .  =
t- t_
n . O  n = O

Dä äT

l 1
f (x) = | --------- dx = arctan x + C

. l  I + x

Ef te rsom f (0 )=0 är  C=0 och v i  har

f ( x ) = a r c t a n x .

Nu är

$  t - t r '  f  . r  1  t 2 n + 1  f  1  l 2 n + 1  I
)  - l 4 l  i l  - r - r  I
4  ) ^ + 1  |  \ - /  \ Z J t )  |

1
, 2
1 + X

( S e  a p p e n d i x  B . )

= a r r f r - r r $ r

Lät A = 4 tttl - rf$l = 4 arctan ! 
- """t"r'

Dä är  0<A<] ,  varav

A =  arc tan  ( tan  A) ,

V i  fä r

tan .C = tan(a a..t"., $ 
- "r"t"r, 2fr]

4 aretan

3  -  2 0



f  1 \
För  a t t  beräkna tan l4  a rc lan  i l  t i l l änpar  v i  fo rne ln

\  J. /

2 tan a
tan 2a = --;- tvä gänger:

1-tan_a

- . 1 .

tan(z arctan i) = ------:.i " = -

1  2  tan(2  arc tan  ä)  |  t zo
Eai,\: ai;;aä i, 

= ---------;------
'  I  -  tan- (2 arctan t )  L- f rA 119

Vi  kan nu  s lu t fö ra  den t id iga le  beräkn ingen

L20 I
+.h Ä = -----::i-----_::-

1 2 0 . 2 3 9  -  l t 9

- = a l c t a n - + a r c t a n -
4 2

1
:

f l 1 1
- = 2 a r c t a n - + a r c t a n -

779.239 +  120

= 1

fi

A I I t s ä  A = a r c t a n l = -
4

Den här metoden och antlra l iknande, solrl ocksä bygger pä

arcuetangensfunkt iooeo, har varit överlägsna andra netoder
a l l t sedan 1700- ta le t ,  och  har  använts  v i i l  f le r ta le t
beräkningar av n ända fran ti l l  fö! nägra är sealan, dä nya
enabba algoritrner utvecklades för nul,t j .plikat j.on av stora
tal i alatorer, Detta har gjort att netoaler av d.en typ son
rea lov isas  i  kap i te l  4  har  b l i v i t  de  nes t  e f fek t i va ,

Exenpel pä analra formler som är snarlika l lachins är



a 1
- = 5 a r c t a n - +

4 8

n 1

t L
2 a r c t a n - + 3 a r c t a n -

18 5'1

1 l
......_ = 8 arctan - _ arctsn _ - 4 arctan _

4  L 0  2 3 9  5 1 5

I bilaga 1 redovisas ett Pa6cal-program för beräkniog av
med. I ' lachi ns serie.

3 - 2 2



4. BoffstN ocH BoRwEINs TTERATIvA poRtrEL

Eftersorn y är nära

( -  \ 4
a = t l + v t a

Vi skall här använala oss av en iterativ fornel son har
utvecklats av Jonathan l,t. Botneih och Peter B. BorHein, och
son bestäng av

1 -
( r )

1 +

och

( ^  \ 4  ^ 2 n + 1 ,  (  z  ? \
a  =  |  I  +  y  l -  a  _  2 - -  -  

|  y  +  y  +  y  |  ( 2 )
n  \  ' ^  )  n - 1  \  _ n  ' ^  )

med yo=,p-t och ao=5-,p, varvid. vi ned hjäIp av numeriska

beräkn ingar  komner  a t t  9ö !a  t ro l ig t  ( in te  bev isa)  a t t

I
l i n  _  =  , r
nro a

Vi  ska l l  nu  göra  en  uppskat tn ing  av  n- l le^  med h jä ]p  av  (1 )

och  (2 )  ovan.  Ta I fö I jden ao ,  a7 ,  a2 , . , .  konvergerar  mycket

snabbt, Lät oss anta alt den konvergerar mot 1/fl. Dä kan vi

sätta n-l lan+ I varav

1

a

0 dä n är etort har vi ocksä

) n + 1  |- 2 t v + v + v l

B u+4ynj  a
^ 2 n + 1

- . 1
4  a  -  2 z n +  r  I

I

4  - . \
1 z n + r  I

I
f l )

t
t

fär nu

1

1 - Y " _ r

1-v

vi.



_ ;

v i  ( 1 )

fär

För att

t  r - x J

- n ' u  (  2 2 t n + r ) + L-  n + !  [

uppskatta yn, i utnytt jar

.  t - r  a a  I t  ä r  t i t e t .  v i

,  _ {4

sarht det faktuß att

Vär  approx i rna t ion  b I  i r  a l l t sä

I * y';;:

1 -

[ r .

[ r .

t , / ' )  
{ ,  

- /  n ) '

8 - 4 v '

vn

8 ( 4 " - 1 ) / 3 2e"  
- t )

1

l r '
, t

v i

varav

,  _r"

4 - 2 4



2  
(  4 ' -  1 )

Vi kan förvänta oss att approximationen är god ungefär i
sanna graa l  sor !  8  ä r  en  goa l  approx ina t ion  t i ] I  A-y l ,  V i t t  man
ha en noggrannare approximatlon kan nan använcla y2 i

s tä I le t  fö r  y1 .  Iu  ä r  y1 .0 ,003734885453,  v i lhe t  ger  fö I jande
tabe l l  över  v i l ka  avv ike lser  f rän  n  v i  kan  fö rvänta  oss

I

L

2
3
4

5

7

I

1 0

n' lzzntt * I

,r-f {"nnto*ir"rat värale)

t ,z lgzsogl4 ' to-"
s ,llztogt$+. to-"
2  ,  3 0 8 5 8 0 7 1 1  .  1 o  

-  t t  t

1  .  1 1 0 9 5 4 9 2 7 . 1 0 - u " '
g ,2444t6423.L0-27so

6  ,  9 1 3 0 8 7  9 9  5 .  I  o  
-  t  t  t " '

3  ,37  6s4s342.  ro -  " 'o "

3 ,002252076.Lo- " " " 'u

2  , 9 3 1 9 2 9 9 2 3 .  1 o  
- t  t u "  t "

4 , ! 66'i 3gi 30. Lo-'"ut""'

I ' led Pascalprogrannet, som retlovisas i bilaga 2, har jaS

beräknat n-l lan för 1sns6, och fick dä föIjande värden

r  . .,t n-i (beräknat värde.)

|  7 , 3 7 6 2 5 0 9 5 6 . 1 0 - s

2  s  , 4 i  2 1 0 9 1 4 6 .  1 0  
-  {  1

3  2 , 3 0 8 5 g 0 7 1 5 . 1 0 -  t t t

4  L  , L r 0 9 5 4 9 3 4 . 1 0 - u " '
s  9 , 2 4 4 4 1 5 5 5 3 . 1 0 - 2 ? s o

6  G  ,  9 1 3 0 9 9 5 8  s . l  o  
-  t  t  t t t

Son vi ser är approxihationen tänligen god för snä värden pä

n, Det förefal. ler därför troLi.gt att approxinationen stärnmer
även för stora värden pä n. Om d.elta ä! sant är
I i rn " - ro ( ' r -1 lan)  =  0 .  och  a I I tsä

I
I i n  _  =  n

4 - 2 5



Bo4rein och Borwein har ocksä tagit fran flera andra

a lgor i tner  son bygger  pä  sanna pr inc iper .  Här  ä r  e t t

exempel  i

Y^ = --=-, 4. = -
- 1 2 - 2

och

- /.-----7

- r.----7

Dä är  I iß  j -  =  n ,  p rec is  som ovan.
n r o

Algorilner av det här slaget är de snabbaste nan känner id,ag

när  de t  gä I le r  a t t  beräkna p i  ned h jä Ip  av  da tor .  Det ta

fö lu tsä t te r  dock  a t t  man har  e f fek t i va  a lgor i tner  fö r  a t t

beräkna kvad.ratrötter och för att nultiplicera stora tal i

t latorer, vilket inte kan sägas gäIIa för algoritmerna son

används i Pascal-programmet i bilaga 2.

|  -  \ 2  ^ n
.  a  =  t . L  + v  I  a  ' z  v .n  r n J  n - l

4 -  2 5



Appnlorx A

Vi  gka l l  här  v isa  a t t  funk t ionen

B -  ( x )  -  B _ { y J
f ( x )  =  ; : : ; i : : i  ,  n : 2 ,  o s y s l  ,

1 _  e z n i \ , - y '

är  kont inuer l j .g t  der iverbar  fö r  0 lx<1,

Ef te rsom sant l iEa  fy ra  ingäende te rner  ä r  kon t inuer l ig t
cleriverbara funktioner behöver vi bara koncentrera oss pä tle
fa l l  där  u t t rycke t  har  fo rnen $ .  f  a . " " .  fa l l  de f in ie rar  v i
f (x )  som e t t  g ränsvä lde  fö r  a t t  fä  en  kont inuerL ig  funk t ion :

B _ ( x )  -  B - ( y )  i  8 1 ( y )
f (y1  =  I im - != ; t , ; , ,  

=  - - - : i : -  ,  0sys1,
x t y  !  -  e  z n

sa t  dä  y=0:

B  ( x )  -  B  ( 0 )  i  B ' t o )
f . l ) = r i 6 +

-  2 n r l t - O t
x r 1 -  I  -  e  2 n

och  y= l  :

; ; ; .  1 _  e 2 ? i ( r - 1 '  2 n  2 n

Vi  ska l l  nu  6 tu t le ra  t le r i va tan .
Vi har

B ;  ( x )  ( 1 - e 2 ' i  
( ' -  v  )  

)  +  ( B n  ( x  )  - 8 "  ( y )  )  (  2 f l i e 2 "  
i  { ' - v  I  

)
f i - \ - : !

( l - e 2 n  i  { " - v l ' z

sätt
- ,  z " ' ( x - v ) .  . .  - -  2 n i ( x - v )

9 ( x ,  =  D n ( X J  ( r - e  '  ' + ( E n ( x r - ! n t y , . , ( 2 f l 1 e  )

och

h ( x )  =  ( 1 - e 2 t i ( ' - Y ) ) 2 ,

D ä  ä !  l i n  9 ( x ) = 0  o c h  I i n  h ( x ) = 0 ,  o c h  e n l i g t  L ' H ö p i t a l s  r e g e l
, t Y  x ) y

9 ( x )  9 ' ( x )

, i y  h ( x )  r + y  h ' ( x )

2 n  i ( x - ! \ .  ,  2 n  j , ( x - v t

.  .  I  D n ( x . '  t r - e  , + ö n ( x J  ( - z f l r e  '  I

r F
x ' y  t  

- Y ) ( 1 - e ? - i ( t - Y ) )

App.  A  -  27



B ' ( x )  ( - 2 n i e 2 "  t ' -  " ' )  *  ( B n  ( * ) - 8 " ( y )  J  ( -  ( 2 a i  ) ' e 2 " i ( ' - v )

=  I i m

-  t t i . e z '  
i  (  r - Y )  ( 1 - e 2 '  I  (  r -  Y  )  

)

B -  ( x )  (  1 - e z n  
i  ( '  - v )  

)  +  ( 8 "  ( x )  - 8 "  ( y  \  )  ( 2 1 t i ) z  e 2 '  
L  t ' -  v '

_ 4 n ! e 2 "  \  (  x  - y )  
( l _ e z n  t  (  x  -  y  )  

)

, .  t  B " ( x )  ( B ^ ( x ) - B " ( y ) )  ( 2 ? r i )  ]

, - "  t  - 4 n i " "  " ' - t ,  - 2 ( 1 - e 2 " , ( , - v ) )  )

i B "  ( v )  B  { v }
=  t r - _  +  n " '

4 n 2

I  t le t  g is ta  s teget  har  v i .  ä te r igen använ!  L 'Höp i ta ls  rege l .
För ett bevis för denna se nägon lärobok i ana).ys, t ex
CaIcu IuE av  Ear I  l l .  Swokowak i .

För  fa I Ien  y=0,  x t1 -  och  y=1,  x )0+ gä11er  he l t  ana loga
r e s u l t a t  e f t e r e o n  B ^ ( 0 ) = B " ( 1 ) .

App.  A  -  28



Appnxorx B

Vi  ska l ]  här  v isa  a t t

f r
I ------;- clx = arctan x + C
J  I + X

Lät ,<=tan t. Dä är

{ l  = o ( : j -ej  = cos t  - j -  *  " in.  [ --  
t - l  

, -"r , . , .1dt  -L [cos  tJ  - - -  -  
"o ,  t  \  cos  t /

=  1 +  t a n 2 t

A l l t sä  fä r  v i

I  
d*  

-  |  
( l+ tan2t )  d . t

J  1 . 1  
- J  

1 . t " " 1
För att kontrollera re.ultatet t leriverar vi arcustangens-

funk t  ionen.

Med utnyttjand.e av det väIkända gränsvärdet

s i n  x

x ) o  x

har vi

t a n  x  s i n x  s i n  x  1
I i m - = t i m - = l i n - 1 i m - = 1
r - a o  x  : ) 0  x  c o 5  x  : r o  x  x J o  c o ! ,  x

v a r a v ,  o n  I i . m  f ( h ) = 0 ,
h-)o

f  ( h )  r f ( h r  h  I
1  =  r i n  -  =  1 i 6  l -  - l_  _ _  t

h)o  tan  f  (h )  r i ro  I  h  tan  f  (h )J

f  ( h )  /  r a n  f  ( h )
= l i m - / I i n -

h io  h  /  r ' ro  h

dvg

f  (h )  lan  f  (h )
I i n  -  =  I i n  -
h r o  h  h r o  h

Enl ig t  de f in i t ionen pä  der iva ta ,  och  ne t l

t a n a - t a n b
tan  (a -b)  =

1 +  t a n  a  t a n  b

= t + C = a r c t a n x + C

fer  v i  s  lu t  I  igen

App.  B  -  29



D,  (a rc tan  x )  =  I in
h J o

arctan (x+h) - arctan x

h

tan  (a rc tan  ( x+h )  -  a rc tan  x )
= I i rn

=  1 i m
h J o  ( 1 +  ( x + h ) x ) h

1

" 2r-rx

v i l k e t  ä r  v a d  v i  s k u l l e  v i s a .

(x+h)  -  x

A p p .  B  -  3 0



Brucl 1, Pascal-pnocnru FöR MAcHrNs sERrE

PROGRAM p i ;  ( *  Beräkn ing  en l ig t  l {ach ins  metod r )

{ $ A + , B - , D + , E - , F - ,  l + , L + , N + , 0 - , R + , S + , V + l

t $ M  6 5 5 2 0 , 0 , 6 5 5 3 5 0 i

USES Cr t ;

CONST qw=1814;

n = 8 0 0 ;

VAR i :  In teger ;

a ,  b :  a r lay  (  ,  1  ,  ,  m,  )  OF conp;

FUNCTION In te (x :Ex tended)  :Ex tena led ;

BEGIN

IF x>=0 THEN

I n t e :  = I n t  ( x )

ELSE

I n t e : = I n t ( x ) - 1

END ;

PROCEDURE ber  (k :  l lo rd ;  t :  Shor t  in t ;  a1  :  In leger  )  ;
VAR n :  In teger ;  x :  Ex tended. ;

BEGIN

a ( .  1 . ,  )  r = a l r k t q w ; k : = S q r ( k )  ; t  : = - t ; n : = 1  ;
F O R  i : = 2  T O  m  D O  a ( . i . ) : = 0 ;

WHILE n<rü i l .n (qw)  /Ln(Sqr t (k )  )  DO BEGIN

FOR i i= l  TO n-1  DO BEGIN

x r = a ( .  i .  ) - I n t ( a ( .  i .  ) / k ) * k ;
a ( .  i + 1  .  )  : = a ( .  i + 1  .  ) + x * q r . r ;
a ( .  i .  )  : = I n t ( a ( .  i .  ) i / k )  ;

E N D ;  a  (  .  n .  )  :  = a  (  .  m .  )  / k ;
t : = - t ;  x r = 0 ;

FOR i :=1  TO n- l  DO BEGIN
b ( .  i .  )  : = b ( .  i .  ) + t * I n t (  ( a ( .  i .  ) + x * q w ) / n )  ;
x r = ( a ( ,  i ,  ) + x r , q w ) - n * I n t (  ( a ( .  i .  ) + x * q w )  / n )

E N D ;  b ( . m .  ) : = b ( . m .  ) + t * ( a ( . m .  )  + x * q w )  / n ;
n : = n + 2 ;

END;
END;

B i r .  1  -  3 1



PROCEDURE lagra;

T Y P E  a t y p =  A R R A Y  [ 1 . . 7 ]  O F  0 . . 9 9 ;

VAR i  ,  j :  In teger ;

x : Extended.;

a :  a typ ;

dec lma l :  F ILE OF a typ ;

BEG IN

Ass ign(dec ina l , '  C :  \P I \DECI I IAL '  )  ;
Rewr i , te (d .ec ima l ) ;

FOR i :=1  TO n  DO BEGIN
x : = I n t ( b l i l ) ;

FOR j:=7 DOWNTO 1 DO BEGIN

a l j l  :  = R o u n d  (  x -  1 0 0 *  I n t  (  x /  1 0 0  )  ) ;
x : = I n t ( x , / 1 0 0 ) ;

END;
W r i t e ( d e c i n a l , a ) ;

END;

CLoEe ( d.ec imal ) ;
END;

BEGIN

F O R  i : = 1  T O  m  D O  b ( . i . ) : = 0 ;

b e r  ( 5 , 1 , 1 6 )  ;
ber  (239 , -L  ,4 )  ;
FOR ir=ro DOIINTO 2 DO BEGIN

b ( .  i - l .  )  : = b ( . i - 1 .  ) + I n t e ( b ( .  i .  ) / q w )  ;
b ( ,  i .  )  : = b ( .  i .  ) - I n t e  ( b ( .  i .  ) , / q w )  * q w ;

END;

W r l t e  I n ;

FOR i :=1  TO nr  DO

W r i t e l n ( b ( .  i .  )  r 2 5 : 0 ) ;

Wr i te ln  (  'T rysk  <ENTER)  fö r  lagr ing  pä  C-vo lymen '  )  ;
Read ln ;

Lagra;

ReadIn ;

END .

B i  r .  1  -  3 2



Bt lr,a.,r 2. P,rsc,u-pnocn,ru FöR BoRwEIN ocH BoRr,iEr NS ALcoRITM

PROGRAM p i ;  ( r  Beräkn ing  av  p i  ned en  i te ra t i v  fo rmel  r )

[ $ A + , 8 - , D + , E - ,  F - ,  I + , L + , N + , O - , R + , S + , V + J

{$1. , t  6ss20,  0 ,  555360}

USES Pr  in te r ;

CONST n=700;

TYPE egenbyp=aray  [1 . .n ]  o f  Conp;

V A R  i , j , k : I n t e g e r ;
p i  1 ,  p i 2 , p i 3 , 9  j . 4 , p i 5  :  e g e n l y p  ;
x : A R R A Y [ 1 . . 5 1  o f  E x t e n d e d ;
m : A R R A Y [ 1 . . 5 ]  o f  I n t e g e r ;

PROCEDURE jus te ra(n :  In teger ;VAR a :egentyp)  ;
VAR i . :  In teger ;

FUNCTION in leg(x :Ex tena led)  :Ex tended;

BEGIN

IF x>=0 THEN

i n t e g : = I n f ( x )

ELSE

i n t e g : = I n t ( x ) - 1

END;

BEG IN

FOR i:=n DOI,INTO 2 DO BEGIN

a I i - 1 1  r = a l i - 1  j + i n t e g ( a [ ! ]  / 1 e 1 6 )  ;
a  I  i  ]  :  =a  I  i  ]  -  i  n tes  (  a  I  i  ]  /  1e  15  )  *  1e  15  ;

END;

END ;

PROCEDURI adalit ion (n : Integer ; VAR a,b, c : egentyp) ;
VAR i I Integer;

BEGIN

FOR i:=n DOWNTO 1 DO BEGIN
c I i ] : - a l i l + b l i l

END;
j u s t e r a ( n , c ) ;

END;



PRoCEDURE subt rak t  ion  (n :  In teger  ;  VAR a ,b ,c :egentyp) ;

VAR i : Integer;

BEGIN

FOR i:=n DOWNTO I DO BEGIN

c  I i ]  r = a l i l - b l i l ;

END ;
jua tera  (n ,  c )  ;

END ;

PROCEDURE nu l t  i .p l  i ka t ion  (n  :  In teger  ;  VAR a ,  b ,  c  :  egentyp)  ;
V A R  i , j r l n t e g e r ;

a0 , a1 , b0 , b1 , ternp , tempo : Comp ;
rnu l0 : egentyp;

BEGIN

F O R  i : = 1  T O  n  D O  m u 1 0 [ i ] : = 0 ;

FoR i := l  TO n-1  DO BEGIN

FOR j :=1  T0 n- i  DO BEGIN

a 0  : = I n t ( a l i l  / 1 e 8 )  ;  a l  r = a l i l  - 1 e 8 * a 0  ;
b 0 : = I n t ( b l j l  / 1 e 8 )  ;  b 1  r = b I  j ] - 1 e 8 * b 0 ;

t  enp:  =a1rb0+a0 rb l  ,  tenpo :  = In t  (  te l lp /  l  eg  )  ;
mu l0  [ i .+  j ]  :  =nu l0  [  i+  j  ]  +a l rb1+1e8r  ( temp-1e8* tempo)  ;
mu l0  [  i+  j -  1 ]  |  =nu l0  [  i  +  j -1 ]  + lenpo+ao tbo ;

END;

END;

FOR i r=1  TO n  DO BEGIN
i  .  = h - i  + 1  .

a 0 : = I n t ( a l i l / 1 e 8 ) ;

b 0 :  = I n t  ( b  I  j  ] , / 1 e g )  ;
t e m p : = ( a  I i ]  - 1 e 8 * a 0 )  * b 0 + a 0 a  ( b I  j ] - 1 e g r b 0 )  ;
nu lo  [n ]  :  = tnu l0  [n ]  + In t  ( temp/1e8)+a0*b0 ;

END;

F O R  i : = 1  T O  n  D O  c l i l : = m u 1 0 [ i ] ;
j u a t e r a ( n , c ) ;

E  D ;

PROCEDURE inver te ra  (n :  In teger ;  VAR a ,b :egentyp) ;
V A R  i , j : I n t e g e r ;

invo  ,  inv l  ,  inv2  r  egentyp ;

x0 : Extended ;
n : A R R A Y  [ 1 . . 1 0 ]  o f  I n t e g e r ;

B i l .  2  -  3 4



BEGIN

i :  = 0 ;

REPEAT
i . = i + 1  .

m I i ] : = j ;
j :  = T r u n c  (  j / 2 ) + 1 ;

U N T I L  j = 2 ;

x0 : =a [ 1] / le 15+a l2') / le32 t
x0  :  =1 , /x0  ;
i n v o  [ 1 ]  : = I n t ( 1 e 1 5 * x 0 )  ;
invo  [2 ]  :  =1e32*x0-  1e  15  *  In t  (  I  e  16  *x0  )  ;
F O R  j : = 3  T O  n  D O  i n v o l j ] : = 0 ;

i  n v 1  [ 1 ]  r = 2 * 1 e 1 6 ;

F O R  j : = 2  T O  n  D O  i n v l [ j ] r = 0 ;

FOR i:=i DOI{NTO 1 DO BEGIN

n u l t i p l i k a t i o n ( n l i l , a ,  i n v o ,  i n v z )  ;
s u b t r a k t i o n  ( m l i l , i n v l  ,  i n v 2  ,  i n v 2  )  ;
n u l t i p l i k a t i o n ( n I i ] , i n v o ,  i n v 2 ,  i n v o )  ;

END;

f O R  i r = 1  T O  n  D O  b l i l : = i n v 0 [ i ] ;

E ID;

PROCEDURE kvadra t ro t (n :  In teger ;VAR a ,b :egentyp)  ;
VAR i ,  j  r  In teger ;

kva0,kva1:egentyp ;

*0 : Extended;

n : A R R A Y  [ 1 . . 1 0 ]  o f  I n t e g e r ;

PROCEDURE d.ivi sion (n : Integer ; VAR a, b r egentyp) ;
VAR i  :  In teger ;

d iv0 :  egentyp ;

BEGIN

d i v 0  [ 1 ]  : = I n t ( a [ 1 ] , / 2 )  ;
FOR i . :=2  TO n  DO

div0  f  i  I  :  = In t  (a  I i  ]  /? )+1e15,  (a  I  i . -L l  /  2 - I ^ t  (a  l i - I )  /  2 )  )  i
F O R  i : = 1  I O  n  D O  b l i l : = d i v 0 [ i ] ;

END;

BEOIN



REPEAT
i . = i + 1  '

r n l i l : = j ;
j  |  = T r u n c  (  j / 2 )  + 1 ;

U N T I L  J = 2 ;
x 0 :  = a  [ 1 ]  / 1 e 1 5 + a  l 2 l  / L e 3 2 ;
x 0 : = S q r t ( x 0 ) ;

kvao [1  ]  :  = In t  (  1e16*x0)  ;
k v a o  l 2 l  |  = 1 e 3 2 * x 0 - 1 e 1 5 * I n t  (  l e 1 5 * x 0 )  ;
F O R  j : = 3  T O  n  D O  k v a o l j ] : = 0 ;

FOR i:=i DOWNTO 1 DO BECIN

i n v e r t e r a  ( m l i l , k v a o , k v a 1 ) ;

n u l t i p l i k a t i o n ( m  I i ] , a , k v a l , k v a 1  )  ;
a d d i t i o n  ( n l i l , k v a o , k v a l , k v a o ) ;

d i v j . s i o n  ( n l i l , k v a o , k v a o ) ;

END;

F O R  i : = 1  T O  n  D O  b l i l : = k v a 0 L i l ;

END;

pROCEDURE ja tn fo re lse(a :egentyp ;VAR x l :Ex tended;
V A R  n :  I n t e g e r ) ;

T Y P E  t y p  =  0 . . 9 9 ;

V A R  j . , j : I n t e g e r ;

b :  t y p ;
p : BOOLEAN ;
Y  Y n .  F Y + a h d a d  .

a 0 : A R R A Y  [ 1 . . 8 ]  O F  t y p ;

dec ima l :  r ILE OF typ ;

BEGI N

Ass i .gn  (dec  j .na I , '  C  :  \P I \DECI I ' IAL '  )  ;
Reset  (dec  i  maI  )  ;

REPEAT
i . = i + 1  .

x : = a I i ] ;

FOR j :=8  DOWNTO 1 DO BEGIN

a0 [ j ]  :=Round. (x -100r In t  (x /  100 )  )  ;
x :  = I n t  ( x , u  1 0 0 ) ;

END ;
p :  =TRUE ;
j  r = 0 ;
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REPEAT
i  .  = i + 1  .

D a . ;  r Ä a . i  h r  I  l ' \  .

I F  a 0  [ j ]  < ) b  T H E N  p : = F A L S E ;

UNTIL  (P=311 ,5s ;  oR  ( j=8 )  '

UNTIL  1P=91159;  OR (  i=n-1)  ;
x : = I n t ( E x p ( 2 *  ( 9 - i ) * L n ( 1 0 )  ) + 0 . 5 )  ;
x 0  : = a I i ] - x r I n t ( a l i l  / x ) + a I i . + 1 ]  / 1 e 1 6  ;
x :  = x /  1 0 0  ;
x 1  :  = x * b ;

FOR j :=1  TO 9  DO BEGIN
F a r r l  / Ä a - i  i i  I  ! ' \  .

x :  = x / 1 0 0 ;

x 1 : = x l + x * b ;

END;

Close (dec ina l  )  ;
x l  :  =x1-x0  ;
j  :  =Trunc  ( tn (Abs  (x1  )  )  /Ln(10)  )  ;
n :  = 1 6 r  i -  j ;

x 1  : = x l l E x p (  i t l n ( 1 0 )  )  ;
END;

BEGIII
p i l [ 1 ]  r = 2 * l e 1 5 ;

F O R  i r = 2  T O  n  D O  p i l l i ] : = 0 ;

kvaa l ra t ro t  (n ,  p i l ,p i l  )  ;
p i 2 : = p i . L ;

p i 2 [ 1 ] : = p i 2 [ 1 ] - 1 e 1 6 ;  ( *  p i 2  i n n e h ä I l e r  * )
( *  nu  yo

p i 3 [ 1 ] : = 6 * 1 e 1 6 ;

F O R  i : = 2  T O  n  D O  p i 3 [ i ] : = 0 ;

F O R  i : = 1  T O  n  D O  p i 1 [ i ]  : = 4 " p i 1 [ i ]  ;
s u b t r a k t i o n ( n , p i 3 , p i 1 , p i 1 ) ;  ( *  p i . 1  i n n e h ä I I e r  * )

( *  nu  ao
p i 3 [ 1 ] : = 1 * 1 e 1 6 ;

Wr  i  te  In ;

FOR k :=1  TO 6  DO BEGIN

m u l t i p l i k a t i o n ( n , p i 2 , p i , 2 , p i 2 \  ;
m u l t i p l i k a t i o o ( ß , p 1 2 , p i 2 , p i . 2 )  ;
subtraktion ( n , p i 3 , p i 2 , p i 2 ) ;



kvadratrot

kvadratrot

add i t ion

lnvertera

adil i ti. on

adil i t ion

( r L , p i 2  , p i 2 )  t
( n , p i 2 , p i 2 ) ;

s u b t r a k t i o n  ( n , p i 3 , p i 2 , p i 4 )

( n , p i 3 , p i 2 , p i 5 )

m u L t i p I  i k a t i o n ( n ,  p i 4 , p i 5 ,  p i 2  )  ;

add i t ion ( n , p i 3 , p i 2 , p i 4 )

m u l t i p l  i k a t i o n ( n ,  p i 4 ,  p i 4 ,  p i 4 )

m u l t i . p L  i k a t i o n  ( n ,  p i 4 ,  p i 4 ,  p i . 4 )

n u l t i p l  i k a t  j . o n  ( n ,  p i 4 ,  p i  1 ,  p i 4 )

r n u l t i p l  i k a t i o n  ( n ,  p i  2 ,  p i  2 ,  p i  5 )
( n . p j . 2 , p i 5 , p i 5 )

( n . p i 3 , p i . 5 , p i 5 )

m u l t i p l i k a t i o n ( n , p i 2 , p i 5 , p i 5 )

FOR i :=L  TO 2rk+1 DO

a d d i t i o n  ( n , p i 5 , p i 5 , p i 5 )

s u b t r a k t i o n  ( n , p i 4 , p i 5 , p i 1 )

i n v e r t e r a  ( n , p i 1 , p i 4 ) ;
j a r n f o r e l s e  ( p i 4 , x  I k ] , n  I k ]  )  ;

( *  p i 2  i n n e h ä I I e r  r )
( *  nu  yu

p i l  innehä l le r  * )
nu at

* jämför med värde *)
*  p ä  p i ,  s o m  f i n n s  * )
* pä C-volynen

l l r i t e l n ;

l f r i t e l n ( k :  l 2 , x t k l  |  1 9  I  1 2 , '  * 1 e - ' , r i l k l  )  ;
END;

l i r i  !e In  (Ls t )  ; v r r i  te ln  (Ls t  )  ;  wr i te ln  (Ls t )  ;wr i te ln  (Ls t )  ;
FOR k :=1  TO 6  Do BECIN

W r i t e l n ( L s t ) ;

l l r  i t e  I n  (  L s t ,  k  |  1 2 , x l k l t L 9  t L 2 , ' r  1 e - '  , m [ k ]  )  ;
end;

W r i t e l n ( L s t , + 1 2 ) ;

ReadIn ;

END.
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Mater ia le t  t i l l  fö rs ta  d .e len  av  kap i te l  t  ha !  hänta te  f rän

boken Geonetrj och pla.hinetti av Hjalnar Ni)sson och Fritz
tlig'forss.

Kapitel. 2 har skrivits helt efter artikeln Eul er-IlacLaur ins

sunnat ionsfornei och Bernaul,l isha polynon av Lars Eörnander.

Ar t i ke ln  f inns  i  saml inger \  Vä l j  spec ia laEbete  i  na tenat ik ,
sarnmanstäj.Ld av Dan Laksov.

Ideen t i j . I  kap i te l  3  har  jeg  fä t t  f rän  t idskr i f ten

Il, luetrerad Vetenskap, nr 5 1988.

Algoritmen i kapitel 4 komner frän artikeln Rananujan ahd

Pi, av Jonathan M. Borweib och Pefer B. Borwein, Artikeln är

hämtaa l  f rän  t ia lsk r i f ten  Sc ien t i f i c  Aner ican ,  feb .  1989.

Algoritrnerna för invertering och kvadratrotsurd.ragni ng i

Pascal -programmet i bilaga 2 har jag häntat frän Datorn i
natenatikundetvi sning:en av Xatl Gregier.
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I

Rättelser och kommentarer till "Metoder för numerisk beräkning av n",
specialarbete i matematik 1990, Gymnasieskolan i Vänersborg.

Nedanstäende ä en sadfianställning av iakttagelser giorda av professor [,ars Hönnander
([,unds Universirerl. docenr Per-Anders lven fLunds Universi(eL tidigarc Universiteter i
Linköping), docent Akc H Samuelsson (Göteborgs Univeöite| och docent Cert
Almkvßt (Lunds Universitet), alla universitetsliüare och forskare i maternatik, samt
undertecknad, som f. n. studerar bl. a. matematik vid Lunds Universitet.

I . Pä sidan 4 är spdnget till den geomeniska serien för lim kn nägot snabbt och
däligt motiverat. Följande informella rnorivering kan öka fijrstäekn. 

a
Lät Tn vara den lineära Fansformation, som avbildar nä pä 0 och n f pA I . d. v. s.

s"x  n t  \
Tn(xt = -, '.". Au d.finirion.n pä kn ötjer nu T"(n)=T"(n)+k"(nT-.Tlt

n  + -  n +

= (1-k" )  T(n)  + kn r1n\ , I  =  t r - t " ; .  o  *  tn .  1=kn.Avn| . , , .ns ; f t i t . ; " .un
0  <  k n  <  l .

Antag nu, aft n ?ü sä stort, an h ?ir niüa noll. Vi kan dä med god noggrannhet använda
de pl sidoma 2 och 3 beräknade g*insv:irdenq som om dc var likheter. Dä kan vi säga,

att r"(znf) = | ocrr r"(zn$) = |. vi 'etlriau.r. un znf .o.znbr,renttf . tn.

Pä detta sätt kan vi successilt begänsa kn till allt kortar€ intervall, där inteflatlingden
t l t

för varje steg minskar med en faktor;- a 
= 

;. Betrakrat man de pl derta sätt erhällna
undre begränsningarna för kn, fÄr man den i texten angivna geometriska serien.

Om vi i stället se. pä de ö!'re begränsningama blir resultatet "$ kn

i < i 
- 

1f 
- = ä. tvaret blir naturligtvis dersamma pä dena s:itr.

2. I fonneln tingst ned pl sidan 5 skall nlirnnaren vara n4 och inte n4.
3. Pä sidan 6 definieras Beroullipolynomen pä etr nägot olyckligr säü. Der är här

bättre att läta (1) och (3) utgöra definitionen. Om Bn_l är givet bcstimmei fomel (1) Bn,
sän?h som pä en konstant, och (3) ger oss direkt denna konstant, vilket inte (2) gör. Med
denna definition fär vi i stället fomel (2) som en konsekvens av (1) och (3), vitker kan
visas pä lilmande sätt som (3) har visars i texten. Formeln (3) är giltig för ü1.

4. Mitr pä sidan 7 skall det srl (-l)FlBn+l(x)+C och inre (,l)n+lBn(x)+C.
5. I induktionsbevisen i kapitel 2 har jag kallar det som skall visas ett antagande, men

det är snararc sä, atr induktionsireget :ir eä iäplikarion, där man visar en plstäönde.
6. I induktionsstegen har anv:ints obestämda integraler. Niü man skall visa att rvl

deriverbara furktioner :ir lika, iil der emellertid ofrast bättre, aü amingen använda
b€stämd4 integaler eler visa att derivotoma är lika och att funktionema övcrenssrärnmer i
nägon punkt.

7. Sats 4 pä sidan 10 skall lyda Bn(2x) = 2*rGn(x)+Bn(x4). Der skall alltsä vara
ett plustecken i stället för ett minusrecken. Samma fel ärerkommer i beviset, en gäng p[
sidan 10 och tvä gänger pe sidan 11.

8. N:imnaren pl sidan 13, rad 8, skallvara 2d!., inte 2niv.

I  l , l  l .= r - t \ 2 - d -



9. I steget frän ftiNta till andra radcn pä sidan 15 ftjrutsätts att f(0) = f(l), mcn detta
behöver inte alltid vara sant. Cränsv:üdet är dock allrid 0. sä om man kan strvkcr första
delen av rad 2, blir b€viset korrekt

lO. Pä sidan 14, rad 10, och pä 8 süillen pä nedrc halvan av sidan 15 - inklusrve
formel (6) skall exponenten i Fourierserien fOr Bltx) vara 2nivx. alltse umn
minustecken, prccis som i formel (4).

I l. I rckursionsformeln fttr bn pä sidan 19, skall I gä ftAn 0 dll n-1, ej frän l, enligt
I  Y r n - l  , n + 1 .

sats 2. Vi fAr säledes b" = - fr Zlli ("i') U1, n>t.
12. Metoden i kapirel 4 har nägot missvisande kallats Borweins. Den är ju egentligen

bara en ileration av Landentmnsfomationer av elliptiska integraler, och att detta kunde
anvilndas fär be ikning av n, upptäcktes av Brent 1974. Brödema Borweins insars kan
nog huvudsakligen sägas van, att de har marknadsfön meroden. De har dock själva
utvecklar flera andra algoriüner.

13. Pl sidan 23 mäste ao = 6 4{?, och inte 6- JZ, för att beraikningama skall
stämma-

14. Algoritmer av den sort, som används i kapitel 4, kan visserligen vaß mycket
snabba med effektiva program, men snabbt konvergerande serier kan ibland vam ännu
snabbare. Sälunda änvände ör eft par är sedan brMema David och Gregory Chudnovsky
IäUande serie ftir att ber?ikna ,r med fler än 109 decinraler:

L gtOlzOzn S- 13591409 (6n)! (-l)n
,r 

' 
6541681608 

- !n={ 545t401i4 + n (3,D("tr 64ß203"-'
Absolutbeloppet av kvoten mellan wä tem€r i serien är ungefär 6,6.10-15.

15. Pä sidan 28, nd 4, skall t?iljarcn i sista terrnen vara Bl(y), inre Bn(y).
sln x16. Det välk?inda gänsvärdet pä sidan 29 är naturligMs lj$s

Mats Andersson Lund

PS: Jag har bytt eftemamn till Anderbok hdn 1993-03-02.

Mats Anderbok Lund

27 febtuati 1992

9 september 1993


