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FORORD

Detta 4r ett specialarbete i matematik, och som ett
sidant skall det utgdra ett stdérre enskilt arbete, som
avser att pa ett sjalvstindigt sdtt behandla ett mycket
begrinsat d&mnesomréde, berdkning av n. Samtidigt kommer
det i bevisféringen in inslag fran ett ganska brett
matematiskt falt. Sjalvklart ror det huvudsakligen
analys, som t ex grénavidrdesberdkning, derivering och
integrering, men &ven sédant som induktionshevis m fl
viktiga matematiska metoder férekommer.

Arbetet innehaller ingen uttdmmande behandling av av
alla aspekter p& Dberdkning av n; det skulle leda
alltfor langt, och dartill bhar tiden wvarit alltfér
knapp. Under arbetets gdng har jag markt att allting
tar minst dubbelt =84 l4ng tid, som man tror f£fréan
bérjan. PA grund av tidsbrist saknas darfor stora
delar, som kanske borde ha wvarit med. Den planerade
inledningen med historiak dversikt pa nagra £4 sidor
har inte alls hunnits med. 1 kapitel 1 har Jjag inte
hunnit skriva ut felanalysen, som naturligtvis borde ha
redovisats. Kapitel 2 &4r mycket omfattande, men &nda
saknas numeriska beridkningar med metoden och en
jamforelse mellan feluppskattningen och det verkliga
felet. Kapitel 3 &r mycket kort och kunde naturligtvis
ha gjorts nagot utfoérligare, med t ex felanalys och en
genomgang av hur flitigt metoden anvants under
historiens lopp. I kapitel 4 =s=aknas helt ett bevis for
att man verkligen fAr exakt r. Detta ligger tyvdrr oOver
min nuvarande kunskapsnivi. Till bilagorna med
Pascal-program borde sjdlvklart ha lamnats utférliga
kommentarer om de anvidnda algoritmerna, men till detta
har som sagts inte funnits tid, d&d vi nu &r inne pa
terminens sista vecka. Programmen &r for ovrigt inte
avsedda att vara programmeringstekniskt avancerade utan
kan forbattras avsevidrt. Jag beklagar djupt dessa
ofullstandigheter och brister.



Trots detta &r jag ganska n#jd efter en arbetsinsats pa
uppskattningsvis 400 timmar. Vad betriffar stringensen
1 bevisfdringen ska man naturligtvis inte f&8rvinta sig
fér mycket, eftersom det #r ett arbete pa gymnasienivi.
Jag har dock férsékt skriva nagorlunda strikta bevis
och dven i 8vrigt efterstriva en korrekt stil. Jag
hoppas innerligt att det inte skall valla l&asaren nagra
storre problem att f6lja framstillningen.

Jag vill tacka hégskolelektor Per-Anders Ivert vid
Linképings Tekniska Hégskola f£fér viss hiilp med
utformningen av beviset i kapitel 3. Jag vill ocksa
tacka min handledare adjunkt Per-Qlof Hiller (larare i
matematik och datakunskap) f£8r hjalp med praktiska
detaljer. Slutligen vill jag tacka min klasskamrat
Jonas Grimheden, 80M varit mig behijilplig vid
utformningen av titelsidan,

Mats Anderbok
Vidnersborg
Juni 1990
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1. ARKIMEDES METOD

Arkimedes metod bygger pad berdkningar av omkretsen av till

en cirkel inskrivna och omskrivna regelbundna ménghérningar.

Arkimedes bérjar med den inskrivna 6-horningen, gar sedan
vidare till 12-hérningen, 24-hdrningen och 48-hérningen, och

avslutar med den inskrivna regelbundna 96-h&érningen.

Han anviander dirvid en metod fér att férdubbla antalet sidor
enligt £8ljande:

Sdtt cirkelns radie till 1.
Kalla sidan i den inskrivna regelbundna n-hdrningen 5 .

o)

VA

A/ T K€
E B F

Med beteckningarna i figuren &r 0Bl = 1AO0I = 1, |ACI = s
och |AB} = S,

Pythagoras sats ger nu

g 2 s 2
1 = |AOIZ = [ n ] + 10DI® » 10D = ///1 - [ 2 ]
2 2

och

s 2
322 = [ n ] + (1 - 10D)?
" 2

varav

42 ]
[}

2n 2-/

1
/g - si i (1)

Nar man vet sidan i den inskrivna regelbundna n-hérningen,
s . kan man med hjalp av likformighet berikna sidan i den



omskrivna regelbundna n-h&rningen, Sn.

I figuren ovan giller

|IEF| |QBI S 1
= dvs JLL.
IACI 10D} 8 /;j];:;g;?
varav
sn
5 = . (2)

" Y 1—(sn/2)2

Vi har 56=1, och kan nu med hjalp av (1) berdkna 8, 8,

S0 och 8o - Med hijalp av (2) kan vi sedan berdkna SE, s

qu’ S4

12’

o och Sss'

Vidare géller

n n
f Sn <7« i Sn'

vilket ger f8ljande tabell:

6-hérning 3,0000 < n < 3,4641
12-hérning 3,108 < m < 3,2154
24-hérning 3,1326 < n < 33,1597
48-hérning 3,1394 < n < 3,1461
96-hérning 3,1410 < m < 3,1427

Arkimedes angav med hj&lp av de 1inskrivna och omskrivna
regelbundna 96-hérningara gridnserna fér n till 3%% och 3%,
och detta ans&g han tydligen wvara en tillrackligt god

approximation f£46r de berdkningar han ¢nskade genomféra.

Vi har allts&d tva granser mellan vilka vi vet att n maste

ligga. Men var mellan dessa grédnser ligger n? Mitt emellan?
For att formulera problemet matematiskt:
Vad &ar

lim kn,
n-®

dar kn definieras genom

sn+kn(sn_sn)=gﬁn ?



LAt oss da forst beridkna

28 -8
. 2n n
lim g
n-o>o n
och
25 -=
. Z2n n
lim S g
n—-w n n

D4 noe» galler att snéo. och det fdrsta av dessa gréansviarden

kan skrivas

/__“Y
2/ 2~/ 4-8° - s
lim

/"_'—"'""—_-‘
80 s/Y 1-8%/4 - s

Fér att lattare kunna berikna griénsvirdet siatter vi

Z ., Da gidller att s=/ 4-t% och 330 ger t-2., Grans-

virdet beriknas enligt féljande
/ '

r— /_—ﬂ
2/ 2-/ 4-8° - s 2 2-t - 4-t?
lim = lim
320 5s// 45 - s 22 3/ a-t?/e -/ a-t?

/‘_"‘_"
2 -y 2+t
lim
E32 o/ 2+t/t - / 2+t
£ [ 2 -/ 2+t ]
lim
£22 i ( 2 -t }

t

l

]

lim

2 /708 (24 /5% )




Det andra gransvardet kan skrivas

S - (Sod i e -

f_""""'—"—‘_""—"‘
s// 1-s%/4 - 3

lim
g0

Satter vi dven har t= 4—52 far vi

I —

2 2—/ 4-s*® ////2+/ 4-s® - 8

lim =

80 2s/yY 4-s% - s

4/f2—£////2+£ -y 4-t?

= lim
F — F a—
t22 o/ a-t%e -/ a-t?
I T T
4/y 2+t - /(2+t
= lim

£22 3/ 2+t/t -/ 2+t

t[ 4 - (z+t)]

= lim
t+2 2(24t) - t(2+t)

t
= lim
t>2 2+t
1
2
Da s 50 Ar alltsa s, = (sn+%(5n—sn))/2

1 . .
S2n R (sn+§(S“—sn))/2. Vi £4&r nu i;z kn SOom sSumman

geometriak serie:

lim k = +
n

n-@

1_1),L1(1_132, _b
2 4 4 2 4 e 3

Formeln f&r berdkning av n blir

=

1
3

= %[Sﬂ%(sﬂ—sh)]

av

och

en



vilket ger f&ljande tabell med approximationer av n:

6~hérning n =~ 3,155
12-hoérning m~ 33,1423
24-hérning n =~ 3,14164
48-hérning n= 3,141596
96-hérning n =~ 3,1415928

Som man ser av tabellen ovan, och som man ocksid Kkan utréna
ur de tidigare behandlade gridnsvdrdena, Ar approximationerna
av n nagot f&6r stora, men med denna smadrre utvidgning av
Arkimedes metod far man &dnda tillréackligt noggranna vidrden
for flertalet praktiska berdkningar av en cirkels omkrets.

En felanalys ger att

Il -4

=8 +l(S -5 )| - n = Ei n
20 3"n "n 20

dvs




2. BERNOULLIPOLYNOM OCH EULER-MACLAURINS SUMMATIONSFORMEL

Vi skall hdr studera en speciell klass av polynom, som
kallas Bernoulliska efter den berdmde schweiziske
matematikern J. Bernoulli, och med hjalp av dessa bl a

bevisa formeln

nz }f: 1
—— —2 ’
6 — n

samt direfter anvidnda Euler-Maclaurins summationsformel £8r

att pa4 ett effektivt satt kunna beridkna summan numeriskt.

Kalla ett Bernoullipolynom av grad n fér Bn(x). Vi later nu

B1(x)=x-% och definierar sedan Bn rekursivt enligt féljande

B;(x) n Bn_I(x), nz2 (1)

B _(0) B (1), nz2 (2)

Villkoret (2) kraver att

1
f B (x) dx = 0, (3)
0 n
eftersom
1 1 B _{x) B (x) |1
J B(x) dx:J __n.l_dx= _!'11-1._'____ = ()
o " 0 n+l n+1 0

Det &4r nu klart att wvi successivt entydigt Lkan bestimma
Bn(x) genom att integrera Bn_i(x) enligt (1) och darefter
bestamma integrationskonstanten med hijilp av (3).

T ex far vi for n=2:

B (x) = 2j(x—%)dx = 2(%x2~%x)+c = x°-x+C

1 2 x3 2 1 1 1
J (x“-x+C)dx = [—5— - =+ Cx]o =3-37+C=0,
0

varav C = % .

Alltsa Bz(x)=x2—x+% .

Vi skall nu uppstdlla och bevisa en rad satser roérande de
Bernoulliska polynomen.

Sats 1: B (1-x) = (-1)" B (x), nzl.

Bevis:
Vi skall visa detta med induktion.



Start:

1

B,(1-x) = (1-x)-3 = =(x-3) = (-1)B_(x)

Induktionasteg:
Antag att Bn(l—x)

(-1H" B (x) fér ett fixt n.
Av (1) har vi

d =

& B.,,(0) = (n+1) B (u)
varav, med u=1l-x,

4 _dud

E; Bn+1(u) - HE.HG Bn+1(u)

= ("1)(n+1)Bn(1—x)
Vi far nu av induktionsantagandet och (1) att

—x) = | S -
B, (l-x) = J 35 B,,,(1-%) dx

= -(n+1)B_(l-x) dx

= | (1™'(+1)B_(x) dx

= (—1)“**Bn(x) + C
Men av (3) far vi

1
IO Bn+1(l-x) dx

1
0 = ”Io B, (x) dx

1 +1
[ =n™B 0 + ) ax
0 n+

1 1
(—1)“*1j B . (x) dx + Io ¢ dax
0]

Il

(_l)n+1_o +C ,

varav C=0, och
n+1

B“+1(1—x) = (-1) Bn (x).

+1
Induktionsantagandet giller alltsd aven f6r n+l.
Slutsats:

Enligt induktionsprinéipen galler nu

B (1-x) = -nH" B_(x) for alla n2l.o

Sats 2: Det finns en talfsljd (b }°

S N de Bernoulliska



talen, sadan att
n
- It n-k
Bn(x) = E:: [ X } bk X , nz1
k=0
och denna kan berdknas genom rekursionsformeln
n-1
n =
(1) no
k=0

dar b0=1.

Bevis:
Vi bérjar med att ge ett induktionsbevis fdr den fdrsta
delen.
Start:

Med b =1 och b1=-% ar B (x) = x -

p|—
I
r———
ol ]
[ —
o
L3
-
-
1
=

Induktionssateqg:

n

Antag att B (x) = }:: [ E ] b, x""% f&r ett fixt n.
k=0
D4 ar, enligt (1),

Bn+1(x) = (n+1) J [Z k,u[ ﬁ ] bk x“"‘ ] dx

H
o~~~
=
+
[y
L=
~—
~ B
~
o
£
s
=]
v
3
u
3

I

t
I et T A R
n-k+1 k!(n-k)! * n*
] Z [ (n+l)! " x“'k*‘! ] + b
k! (n-k+1)! X n+l

n+l n+l-k
=) (5 v

k=0

Allts&4 gidller induktionsantagandet aven for n+l, om vi

bara ser till att vdlja integrationskonstanten till bn+1.
Slutsats:

Enligt indukticnsprincipen existerar det en talfélijd



n

i) _ n n=-k .
{bk}ksﬂ, sadan att Bn(x) = E:: [ K ] bk X for
k=0
nzl.
Nu kan vi bevisa adven den andra delen.
Fér n22 ar bn=Bn(0)=Bn(1), och efterscm
n n-1
- n n-k _ n n-k
o -1 (1) n =5 (3] e,
k=0 k=0Q
far vi, med x=1,
n-1
B 1 b =B (1) -b =0
k k n n '
k=0
vilket bevisar den andra delen.o
Sats 3: 1 intervallet [0,1] &ar sz+1(x) = 0, kzl,
punkterna 0, 1/2, 1 och inga andra.
Bevis:
. _ 1, _
Vi bérjar med att visa att sz+1(0) = sz+1(f) = sz+1

= 0 f6r alla kz1.
Enligt sats 1 &r B2k+1(l—x) = ~B

x=0 ger, med anvindande av (2),

2k+1

Borer(1) = B, (0 = =B, (1),
varav
oks1 (0 = By (1) = 0.

Ins&ttning av x=% ger

1

1, _ _ 1, _
an+1(f) - an+1(§) » sz+1(§) = 0.

Att inga fler nollstiallen finns i intervallet {0,1]
vi med induktion.
Start:

Fér k=1 har vi

=3 - 3,2 4 1, - =1 -
Bg(x) = % 7% + 5% x (x 2) (x-1),
vilket utesluter ytterligare nollistidllen.
Induktionssteg:

Antag att B (x)>0 1 intervallet (0,1/2) f£6r ett

2k+1

k. Om B (x)<0 kan wvi 1 stidllet studera —Bak

Z2k+1
Detta Ar ekvivalent med att nollstidllen saknas.

Av (1) far vi

alla

(1)

(x), och insattning av

visar

fixt

+1(x)'



B;k+3(x) = (2k+3) B;k+2(x) = (2k+3) (2k+2) sz+1(x)'

Alltsd ar B;k+3(x)>0 i intervallet (0,1/2), dvs B;k+3(x)
dr strikt konvex pa intervallet. Ett annat kriterium for
en strikt konvex funktion &r att en korda ligger helt

ovanfér funktionskurvan. Later wvi denna korda wvara

x-axeln mellan x=0 och x=%, foljer att sz‘g(x)<0 da
Xx€(0,1/2), dvs nollstallen saknas. Alltsa gidller
induktionsantagandet dven for k+l.

For xe(l/2,1) fdljer motsvarande direkt av sats 1.

Slutszsats:

Enligt induktionsprincipen f6ljer att sz+1(x)#0 i

intervallen (0,1/2) och (1/2,1) fdr alla kzl.p
Sats 4: B (2x) = 2"' (B (x) - Bn(x+%) ), nzl.

Bevis:

Vi visar 4ven denna sats med induktion.
Start:

Fér n=1 har vi
- 1
B (2x) = B, (x) + B (x+3),

eller ekvivalent

I R | 11
2x—5 = X=7 + x-3+3,

vilket uppenbarligen gidller f8r alla x.

Induktionssteq:
Antag, fér ett fixt n, att Bn(Zx) = 2“‘1(Bn(x)—Bn(x+%)).
Nu &ar, enligt (1),

=B () = (n+1)B (u),

n

coch med u=2x far vi

d _dud -
= Bn+‘l(u) = 3% 3u Bn+1(u) = 2(n+1)Bn(2x).
Alltsa

_ | 4
B .,02x) = j Ix B .,(2x) dx

!

j 2(n+1)B_(2x) dx

f 2(n+1)2“'*(Bn(x)+Bn(x+%)) dx

!

2" [ f (n+1)B_(x) dx + j (n+1)Bn(x+%) dx }

2 -10



_ am 1
=2 [ Bn+1(x) + B“+1(X+‘2') ] +C

For att bestidmma integrationskonatanten, C, anvinder vi
0ss av (3). Fér hdégerledet far vi

rl/2 1 1

lo Bn+1(2x) dx = —E— JO Bn+1(x) dx = 0
For vansterledet f4r vi

[1/20 1

0 [ 2 ( Bn-r‘l(x) + Bn+1(x+-2w)] +C ] dx =

. (1/2 i/2 1 1/2
= 2 Bn+1(x)dx+[ Bn+1(x+§)dx +J C dx

J0 0 0
. (1 C
= 2 0 B“+1(X) dx + T
C
2

S4ledes gadller C=0 coch

Y - 1
Bn+1(2x) = 2 ( Bn-rl(x) Bn+1(X+2) )

Slutsats:
Enligt induktionsprincipen giller

B,(2x) = 2"' (B (%) - B (x+3) )

for alla nzl.o

Sats 5: IB2k+1(x)I < (2k+1)|b2ki/4, Osx<1, k2l

Bevis:
Enligt sats 1 4ar IBZk*i(x)l = Isz+1(1—x)I, varfor vwvi
endast behover betrakta intervallet {0,1/2].
Enligt sats 3 &r |B2k+1(x)l>0 i intervallet (0,1/2) fb6r
kzl. Fér k=0 har vi IB_(x)] = Ix—21 > 0, 0<x<1/2.
Alltsa far vi av (1) att sz(x) antingen A&r striangt
vdxrxande eller striangt avtagande pa intervallet (0,1/2).
Eftersom vi betraktar absolutbeloppen innebdr det ingen
inskrankning om vi antar att sz(x) ar strangt avtagande.

Av sats 1 och (3) far vi
1/2 172 1
ZJ BZk(x) dx = j sz(x) dx + I sz(x) dx = 0 .

0 0 1/2
DA maste

2 - 11



sz(O) = b > 0

2k
och
B 1y <o
2k * 2
. . 1 =
Vidare finns ett tal Xye 0<x0<§, 5& att BZk(xo)-O.
Eftersom
x
B2k+1(x) = (2k+1) o sz(t) dt
far vi alltsa
X
- 0
maxiBZh+1(x)l = (2k+1)“0 sz(x) dx
Tillampar vi sats 4, med x=%, i kombination med sats 1,

far vi
1 k-1 1 3
BZk (7) =2 [ sz (Z) * sz (_4) ]

_ .k 1
=20 B @
varav
1
B (l) - sz(i)
2k * 4 22k

Alltsa dr sz(%)<0 och da sz(x) 4r strangt avtagande kan
vi dra slutsatsen att xo<%.

Siutligen far vi nu

2,;0
IB_, (x)| s (2k+1)J IB,, (x) dx
0

2k+1

'\xo

< (2k+1) Ilb_ | dx
1o 2%
'l /4

< (2k+1) o lbzkl dx

(2k+1)ib_ |

- 2k
4

)4 » -

Lat gn(x) beteckna den funktion, med perioden 1, som &dr lika
med Bn(x) i intervallet [0,1].

Vi skall nu diskutera Fourierserien fér En. Att utveckla en

funktion f, med perioden 1, i Fourierserie innebdr att man

2 - 12



framstdller den som en summa
©
£(x) = Z c (£) &' (4)
—0
dar ck(f) dr de sk Fourierkoefficienterna till f.

Om (4) galler i den starka meningen att

N .
max | £(x) - Z c, (£) 2™k 1 5,0 da N s o,
- N

kan vi multiplicera med e 2"V och integrera varije term f&r

sig. Eftersom

1 s e-2nipx 1
Je LA DY P— = 0 om ux0

O 2nip D
och
[‘l -2nipx 1
e dx = ldx =1 om u=0,
JO 0
far wvi
1 -2riuvx 1 - -2ni{p-klx
£(x) e dx = E: ck(f) e dx
J0 0
-0
~ 1 =2rni{v=-k)x
= E: ck(f) e dx
- D
= ¢ (£)
Fourierkoefficienterna blir alltsa
1 -2mivu
c (f) = f{x) e dx . (5)
0

Enligt (3) har vi nu

1
co(§ ) = I B (x) dx = 0,
n 0 n

om nzl, och d& v#0 fa4r vi med hijalp av (1) och (2)

1 ,
c (B) =J B (x) e “"'"" dx

0
1 1 -2miuvx
= B'(x) e dx
2niv JO "
n 1 -2mi
= B, (x) e """ ax
2niv Jo "

2 - 13



n! 1 -2rivx
=L E —— Bi(x) e dx
(2nip) 0

n!

(2rniv)"

dar vi anvant partialintegrationen

“Znipx
1 -2mivx € 1
Bk(x) e dx = Bk(x) i

0 —2nip 0
1 -2mivx
- J B;(x) —_— dx
0 —2niv

( 1 1 -2mi
B (x) e X ax
2nip JO

Fragan &r nu om (4) gidller med dessa koefficienter.

alltsa visa att

-n! )
-E- (X) = Z e-z-rrwx
" (2niv) "

veQ
fér nx2. (Fourierserien fér 51 4r mer konplicerad

inte upp hir.)

Lat alltsa n22, 0sysl, och betrakta funktionen

B (x) -~ B_(¥)
f(x) = , ,  0sx<1.
1 - e27r1(x-y)

Med lamplig definition d4& x=y samt d4 x=yzl

kontinuerligt deriverbar for 0<x<l (se appendix A).

Vi har 44
1 -2mi
c, (£) = I f(x) e """ dx
Q0
3’2“‘”‘. 1 1 e—-Zniux
= f(x) ———m—m— - J f'(x) ————
=2mip 0 0 —2nip

2 - 14

, Om

onm

Vi

och

ar

dx

kz2

k=1

vill

tas

£(x)



1

It

dnip

[ £ 1 . =2mivx
(1)-£(0) - 0 £'(x) e dx

1 1
= j £/ (x) e 7" dx -0, da o,

2nip 40
Eftersom
B _(x) = B (y) + £(x) - £(x) 2™ Y)Y gexs1,
s34 far vi

1 .
c (B) = J B (x) e ¥"™* 4x
I n 0 n

1 . |
J [Bn(y) + £(x) - £(x) emi(xY) ] SEmivx g

0
c (£) - e 2THY c, (£, om v#0
{ B (y) +c(f) -e ™Y ¢ (f), om v=0.
Alltsa ar
H N
E:: cu(gn) e EmIvY o B (y) + }E: e, (£) e 2mivy
N _N
N
_ go2miy EZ: cp-1(f) o 2TivY
-N
N N-1
=By + 5:: c, (£) go2TivY E:: e, (£) g 2Tivy
-N -N-1

2ri(Nst)y

B (y) + c (D)™™ — ¢ (f)e

»ﬁn(y) da Noo,

vilket bevisar att fér nz2 galler

~2rmivx

B (x) = —n!E:: — (6)
" (2nip)"

2X 14

Med n=2 och x=0 fa&r vi nu av (6)

1
b = —215:: —_—
2 (2mip)°

vl
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eller ekvivalent

nz Ef: 1
— =) — (7)

2

6 = v

vilket 4r den formel vi skall anvianda f6r berdkning av n.

Lat f vara en funktion med manga kontinuerliga derivator.
Genom wupprepad partialintegration och med hjalp av
hernoullipelynomen far vi

Il £(x) dx = [(x—l)f(x)]l - Jl(x—l)f'(x) dx
0 2 o Jo 2

£(0)+£(1) B_(x) 1
- £(x)

f(OY+E(1) { B_(x) ]1
2

Ba(x) 1 1 Ba(x)
+ |—— f£"(x) - [ — 77 (%) dx
&

F(O)Y+£(1) z B (x) i
_ _ Z I:(_l)k K f(k-1)(x)]

|
2 =2 ki

n Jl Bn(x) {n)
+ (-1) e {(x) dx
0 n!

Eftersom Bk(0)=Bk(1)=D om k 4r udda f4r vi, om vi vdljer
n=2p+1,

1 £(0)+£(1) £ b 1
j f(x) dx = - E:: [-——EL— f(Zk_l)(x)]
0 2 (2k)! 0

k=1

_ Jl B2p+‘l(x) f(2p+‘l)(x) dx
0 (2p+1) 1

Om nu f(x) d4r kontinuerligt deriverbar 2p+l ggr 1 inter-
vallet [n,n+l1] kan vi byta ut integrationsgrianserna 0 och 1

mot n och n+l, och far d& (med B i stallet for B )
2p+ Z2p+

1 1

2 - 16



n+1 f(n)+f (n+l) L b, (2ko1) n+1
| (L e

f(x) dx =
(2k)! n

n
2 k=1

- JTH.I B2p+1(x) f(21;)+1}(X) dx

n (2p+1)!
Summerar vi £6r n = N, N+1, ..., M=1 far vi
M E(N)+£(M)
J f(x) dx = E:: f(n) +
N 2
H<n<M
[~ b M
_ Z 2k p(2k=1) (8)
Ny (2k) ! N
_ M BZp+1(x) f{2p+1)(x) dx
IN (2p+1)!

vilket 4r den s k Euler-Maclaurins summatioconsformel.

Satter vi nu f(x)=1/x2 och later M, far vi

@ P
ro 1 dx = Z 1 + 1 _ [Z b, thk-n[__l_*]}m
2 2 2 2
N x 5 b 2N —— (2k)! x /N
_ Jm BZp+1(x) D(qu-‘l)(%] ax
N (2p+1)! X
{n} -2 n -{n+2) .
Eftersom D (x ") = (-1) (n+1l)!x , far wvi med nagra
amarre omskrivningar
@ P
Z ! - ! _ . + Z p N~ 2R+
2 2 2k
Net O N 2N k=1
(9

1]
_ = -{2p+2)
(2p+2) JN sz+1(x) X dx

For att beridkna
n? Ef: 1
— I —-E

6 3 -
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behéver vi alltsia bara berdkna summan av de N férsta
termerna exakt och sedan anvanda (9) fér att wuppskatta

resten.

De bernoulliska talen, b kan vi Dberdkna med hijdalp av

2k’
andra delen av sats 2.
Integralen i hégerledet kan vi inte berdkna numeriskt, utan
vi far ndja oss med att forsédka géra en uppskattning av hur
stort felet blir om vi férsummar denna.

Vi vill alltsa uppskatta en dvre grans f£6r absolutbeloppet

av integralen

x*
J §2p+1(x) x~(2P*3) gy
N

Antag att §2P+1(x) ar positiv i intervallet (N, N+%). (Helt
analogt resultat féljer om sz+1(x) Ar negativ, eftersom vi
arbetar med absolutbelopp: se ocks& sats 3.) D4 ar sz+1(x)
negativ i intervallet (N+%, N+1), positiv i intervallet
(N+1, N+%) 0.5.V.

Delar vi nu upp integralen i intervall om %
® N+1/2
J B, .(x) x "% gx = [ B, . (x) x %% ax
2p+1 2p+1
N N
®© n
N+2
+ E:: Z L B (x) x 8P*3) gx
N+BT 2p+1
neZ 2
ser vi, med hijdlp av sats 1, att eftersom x ‘°***’ ar en

avtagande funktion blir ocksid absolutbeloppen av termerna

avtagande. Da ir alltid

1
k k+=
= -(2p+3) 2 = -{2p+3)
[ 1 sz+1(x) X dx + J B2p+1(x) X dx < 0
k—j k

och dirmed

® n
N+=
2 = -(2p+3)
E J n—1 B2p+1(x) X dx < 0

n=2 N+ 2

Slutligen far vi med anvandande av sats 5
1

N+=
< J g (x) x 2P gx
N Zp+1

2 - 18



ax

.1
N+'2- (2p+1)lb2p| -(2p+3}
< X
JN 4
\N-‘%. (2p+1)|b2| (2p+3)
< P.ON'PYY ax
JN 4
) (2p+1)|b2p|
8 N2p+3
Nu Aterstar bara att uppskatta bzp' Av (&) far vi
b | (2p)! ®, 1
bl = e 1)
°® (2ﬂ)2p n=x1 nzp
2(2p)! e 1
s —— ) =
(2n)“? ‘f— n
(2p)!
12(2nr) %P2

Sammanfattningsvis har vi alltsa att

2 N P
" N Z 12 + 1 _ 12 N Z b g (2
6 — n N 2N —

dar bm‘ beriknas ur

n=1

n = =
E:: [ 1 ) bl = 0, n22, bo_l'

1=1

och dir felet i berdakningen &r mindre &an

(2p+2)!

96 (2n)Z2P~2 yép*3

N och p kan vidljas godtyckligt alltefter hur
noggrannhet man &nskar.

2 - 19
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3. MACHINS SERIE

Vi skall hir anvinda serien

n ® (-n" | 2n+l Y20+l
4 2;; 2n+1 5 233

som upptécktes av John Machin Ar 1706.

For att hirleda seriens summa ansidtter vi

w n

(-1)
f(X) - Z - x2n+‘l
— 2n+l

Derivering ger

w & 1
£ (x) = Z (-1)" %" - Z (-x)" = ——y
1+x

n=( n=0

Da &r

2

1
fF(x) = J dx = arctan x + C . (Se appendix B.)

l+x
Eftersom £(0)=0 &r C=0 och vi har
f(x) = arctan x .

Nu &r

w»

2n+1

n=a0
Lat A = 4 f(l) - f(—l—) = 4 arctan 1_ arctan ~t
5 239 5 239 °

D& ar 0<A<%, varav

A = arctan(tan A).

Vi far

tan A ~ arctan

-

tan[4 arctan

[ %)
Lo k=
D
N’

1 1
_ tan [4 arctan g} ~ 3739
1 1
1 + tan[4 arctan E]'§§§

(-1)" L 120+l L y2n+l )
) [4[3] - (23] ]""“('sr"f(fﬁ)



For att beridkna tan[4 arctan l] tillampar vi formeln

5
2 tan a
tan 2a = ————— tvA ganger:
2
l-tan"a
) 2(3) 5
tan(2 arctan §) = T =
1 - (3) 12
1 5
1 2 tan(2 arctan §) 3 120
tan(4 arctan §) = > I = SE— =
1 - tan" (2 arctan §) 1—T—Z 119

Vi kan nu slutféra den tidigare beridkningen

120 1
tan A = 11912023?
R ]
115 239

120-239 - 119

119-239 + 120

Alltsad A = arctan 1 = —I— .
4
Den hir metoden och andra liknande, asom ocksd bygger pa
arcustangensfunktionen, har varit overligsna andra metoder
alltsedan 1700-talet, och har anvidnts vid flertalet
berdkningar av n d&nda fram till £6r nagra &r sedan, di nya
snabba algoritmer utvecklades f8r multiplikation av =stora
tal i datorer. Detta har gjort att metoder av den typ som

redovisas i kapitel 4 har blivit de mest effektiva.

Exempel p& andra formler som 4r snarlika Machins &r

T 1 1
e = arctan — + arctan —

4 2 3

1t i . 1
-— = 2 arctan — + arctan —

4 3 7
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n 1 1 1

— = 5 arctan — + 2 arctan + 3 arctan
4 8 18 57
n 1 1 1
—— = 8 arctan - arctan - 4 arctan
4 10 239 515

I bilaga 1 redovisas ett Pascal-program f&r berdkning av

med Machins serie.

3 - 22



4. BORWEIN OCH BORWEINS ITERATIVA FORMEL

Vi skall hér anvanda oss av en iterativ formel som har
utvecklats av Jonathan M. Borwein och Peter B. Borwein, och
som bestiams av

y = — (1)
1+ 1y *
och
= 4 _ a2n+l z 3
an - ( 1+ Yn ] an—‘l 2 [ Yn + Yn + Yn ] (2)

med y0={7-1 och a0=6—{§, varvid vi med hijdlp av numeriska
berdkningar kommer att géra troligt (inte bevisa) att
1

lim
n+® a
n
Vi skall nu géira en uppskattning av n—l/an med hijdlp av (1)
och (2) ovan. Talfdljden a,
snabbt. Lat oss anta att den konvergerar mot 1/m. D& kan vi

IR EEE konvergerar mycket

satta nzl/an+1 varav

Eftersom Y, &r néra 0 d4 n &r astort har vi ocksa

a, = (1vv)% a , - 2% [y +y2ev)
2n+1l
® [1+4Yn] a -1 2 It
— 2n+1
- an—‘l M Yn [ 4 a'n—‘l 2 ]
4
~a +ty [ _ - 22n+1 ]
n n T
Vi far nu
1 1 1
n - = -
an anq-‘[ an

4 - 23



= Yn+1

2 [ L2+l _ 4 ]

n

Fér att uppskatta Y .4 utnyttjar vi (1} samt det faktum att

(1-x)1""" = 1% da x 4r litet. Vi far

1 - l—y:
Yn+1 =
1+ ? l—y:
1 -7/ 1y
[ 1 + } l—y: ]2
4
Yl't
[ 1 +y l-y: ] [ 1 + ? 1*y: ]2
4
yn
4 4 2
(2-vi/2]) [2-v/4]
4
yl‘l
-4
8 -4 vy
4
Y.I‘l
-
8
varav
4" 4"
v - Y, - ¥,
n+1 n n
8(4 -13}/3 2(4 -1)

Var approximation blir alltsa
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41'1
1 Y, o2 [ 22n+3
a 2(4"—1)

)

Vi kan férvidnta oss att approximationen &r god ungefar

i

samma grad som 8 ar en god approximation till S—Y:. Vill man

ha en noggrannare approximation kan man anvéanda Y,

i

stdllet fér v, Nu &r y =0,003734885463, vilket ger fdljande

tabell 6ver vilka avvikelser fran n vi kan fdrvianta oas

n ﬂ-%— {(approximerat viarde)

7,376250974:
5,472109144-
2,308580711-
1,110954927-
9,244416423-
6,913087996-
3,376545342.
3,002252076-
2,931929923-
4,166739730-

e =3 0 N B W

¥l

10

Med Pascalprogrammet, som redovisas i

107"

107!

10—171
10-694
10
10

10
10° 179825

-2790
-11172

-44702

-715319
10

-2861297
10

bilaga 2, har

beridknat n~1/an £f6r 12ns<6, och fick da foljande vidrden

n n—éf (berdknat viérde)

n

7,376250956-
5,472109146"
2,308580715-
1,110954934-
9,244416653-
6,913088685-

LA ¥ ) B - N FLR S

107°
10°**
10—171
10-69
10-2790

10

~11172

jag

Som vi ser &ar approximationen tamligen god f6r sma vidrden pa

n. Det férefaller darfér troligt att approximationen stammer

dven for stora

virden Ppa n.

Om detta ar gsant

limnaw(ﬂ—llan) = 0, och alltsa

1
lim =mn .
n+e a
n

4 - 25
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Borwein och BPBorwein har ocks& tagit fram flera andra

algoritmer som bygger pad samma principer. Hir &r ett

exempel:
Lat
1 1
'Y: ’a — —
0 ﬁ 0 2
och
2
1 - 1-y
-1 2 n
yn= - ’an=(l+yn] an-iﬂzyn
1+ l—y:1
D4 a4r lim = n, precis som covan.
n-s>w n

Algoritmer av det hidr slaget a4r de snabbaste man kdnner idag
nir det gdller att berdkna pi med hjalp av dator., Detta
forutsidtter dock att man har effektiva algoritmer £&6r att
berdkna kvadratrdtter och f6r att multiplicera stora tal i
datorer, vilket inte kan sigas gilla f6r algoritmerna som

anvadnds i Pascal-programmet i bilaga 2.
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APPENDIX A

Vi skall hér visa att funktionen

B (x) - B (v)

£(x) = 1 - e2rilx-y1r n22, Osys<l,

4r kontinuerligt deriverbar fér 0Osxx<l.

Eftersom samtliga fyra ingaende termer &r kontinuerligt
deriverbara funktioner beh&éver vi bara koncentrera oss pa de
fall dar uttrycket har formen %. I dessa fall definierar wvi
f(x) som ett grénsvirde f6r att f4 en kontinuerlig funktion:

o = 1 n® "B iBW
y} = lim = , <y<1,
x>y 1 - eZﬂi(x-—y} 27
samt did y=0:
£ Bn(x) - Bn(O) i B;(O)
1) = lim - = ‘
1~ 1 - e2n1{x-ﬂ) In
och y=1:
B (x) -~ B (1) i B (1) i B'(0)
£(0) = lim - — = = = =
x»0+t 1 — eZrtix-1) 2n 2n

Vi akall nu studera derivatan.

Vi har
B (x)(I“EZHi(x_Y))‘F(Bn(X)—B (Y))(ZﬂiEZﬂi(x-y})
f'(x) = — . n
(1_92n1(x—y})2
Batt
g(x) = B (x) (1-e""' """+ (B (x)-B_(y)) (2nie” *77)
och
hi{x) = (l__eZﬂi(x-y])Z'
D& ar lim g(x)=0 och lim h(x)=0, och enligt L'Hépitals regel
Xy xry
4r da
g(x) g’ (x)
lim = lim

x>y h(x) x+y h' (x)

B:(x) (1_e2ni (:r:-y)).'_B;l (%) (_ZﬂieZ‘Ni {x—y))

= lim

. 2mi - 2ri{x-y)
x>y —4nie milx y](l_e nil(x y)
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B;(x)(-2"182”““"’J+(Bn(x>—3n<y)><~(2ni)2e2“i‘*~V’)]

.o Z2ri(x-y} Zni(x=-y)
—quie " N7 (1-e NIV

B (x) (1-e°" """y +(B_(x)-B_(y)) (2ni) e (7Y

= lim 2ri(x-y) Zrni(x=y)
x>y -4nie Y (1-e Y7
B:(X) (Bn(x)-Bn(y))(Zni)
= lim 2rilx-y) Z2ri(x-v)
xdy —-4nie Y -2(1l-e Y7y

iB (y) B (¥)
= +
4w 2
I det sista steget har vi Aterigen anvint L'Hopitals regel.
Fér ett bevis £6r denna se nagon liarobok i analys, t ex

Calculus av Earl W. Swokowski.

Fér fallen y=0, x31- och y=1, x20+ gédller helt analoga
resultat eftersom Bn(0)=Bn(l).
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APPENDIX B

Vi skall har visa att

1
J ——— dx = arctan x + C
1l+x

Lat x=tan t. D& &ar

ax . p [Si“ t] = cos t * ., sin t [— ' ] (=sin t)
dt ticos t cos t coszt

=1 + tanzt

Alltsa far vi
J dx J (1+tan’t) dt
1

= £t + C = arctan x + C

2

+X 1+tan2t

Fér att kontrollera resultatet deriverar vi arcustangens-
funktionen.
Med utnyttjande av det vilkanda gransvardet

sin x
lim = 0
x=310 X
har vi
tan x sin x sin x 1
lim = lim ——— = lim lim =1
x=20 X x=20 X C08 X x=20 X x=20 COS8S X
varav, om lim £(h)=0,
h=>0
£(h) £(h) h
1 =1lim — = 1lim
n2o tan f£(h) h=0 h tan f(h)
f(h) / tan f(h)
= lim — / lim ——
2o h / n-oo h
dvs
£f(h) tan f£(h)
lim ———— = lim —mmm— .
h20 h h=0 h

Enligt definitionen p& derivata, och med

tan a — tan b

tan (a-b) =
1l + tan a tan b

far vi slutligen
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arctan (x+h} - arctan x

D (arctan x)} = lim
X h=0 h
tan (arctan (x+h) - arctan x)
= lim
h-0 h
(x+h) - x
= lim

h=20 {(1+(x+h)x)h
1
1+x°

viiket d4r vad vi skulle visa.
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Brraga 1. PASCAL-PROGRAM FOR MACHINS SERIE

PROGRAM pi; (* Berdkning enligt Machins metod *)

{$A+,B_,D+,E_,F_,I+,L+,N+,0_,R+,S+,V+}
{$M 65520,0,655360}

USES Crt;

CONST qw=1El4;
m=800;

VAR i:Integer;
a,brarray(.1..m.} OF Comp;

FUNCTION Inte(x:Extended) :Extended;
BEGIN
IF x>=0 THEN
Inte:=Int(x)
ELSE
Inte:=Int(x)-1
END;

PROCEDURE ber(k:Word;t:Shortint;al:Integer);
VAR n:Integer;x:Extended;
BEGIN

a(.1l.):=al*k*qw;k:=8qr(k);t:=-t;n:=1;

FOR 1:=2 TO m DO a(.i.):=0;

WHILE n<m*Ln{(gw)/Ln(Sgrt(k)) DO BEGIN

FOR i:=1 TO m-1 DO BEGIN
x:=a(.i.)~Int(a(.i.)/k)*k;
a(.i+tl.):=a(.i+l.)+x*qgw;
a(.i.):=Int(a(.i.)/k);

END; a(.m.):=a(.m.)/k;

t:=—t; x:=0;

FOR i:=1 TO m-1 DO BEGIN
b(.1.):=b(.i.)+t*Int((a(.i.)+x*gqw)/n):
x:={a(.i.)+x*gw)-n*Int((a(.i.)}+x*gw) /n}

END; b(.m.):=b{.m.)+t*{(a(.m.)+x*qw) /n;

n:=n+2:
END;
END;
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PROCEDURE lagra;

TYPE atyp= ARRAY [1..7] OF 0..99;

VAR i,j:Integer;

¥:Extended;
a:atyp:
decimal :FILE OF atyp;

BEGIN
Assign(decimal, 'C: \PI\DECIMAL');
Rewrite(decimal);

FOR i:=1 TO m DO BEGIN
x:=Int(b[i]);

FOR j:=7 DOWNTO 1 DO BEGIN
al[i}:=Round(x-100*Int(x/100}));
X:=Int(x/100);

END;

Write(decimal,a);

END;
Close(decimal);
END;

BEGIN

FOR i:=1 TO m DO b(.i.):=0;

ber(5,1,16);

ber(239,-1,4);

FOR i:=m DOWNTO 2 DO BEGIN
b(.i-1.):=b(.i-1.)+Inte(b(.i.)/gqw);
b(.i.):=b(.i.)~Inte(b(.i.)/qw)*gw;

END;

Writeln;

FOR i:=1 TO m DO
Writeln(b{(.i.):25:0);

Writeln('Tryck <ENTER> f&6r lagring pa C-volymen');

Readln;

Lagra;

Readln;

END.
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Biraga 2. PASCAL-PROGRAM FOR BORWEIN oCcH BORWEINS ALGORITM

PROGRAM pi; (* Berakning av pi med en iterativ formel *)

{$A+;B_;D+;E-;F",I+,L+,N+,O—,R+,S+,V+}
{$M 65520,0,655360}

USES Printer;
CONST n=700;
TYPE egentyp=array [1..n] of Comp;

VAR i,j,k:Integer;
pil,pi2,pi3,pid,pib:egentyp;
x:ARRAY[1..6] of Extended;
m:ARRAY[1..6] of Integer;

PROCEDURE justera(n:Integer;VAR a:egentyp);
VAR i:Integer;
FUNCTION integ(x:Extended):Extended;
BEGIN
IF x>=0 THEN
integ:=Int(x)
ELSE
integ:=Int(x)-1
END;
BEGIN
FOR i:=n DOWNTO 2 DO BEGIN
afi-1Jj:=a[i-1l}+integ(afi]/lelf6);
al[i]:=al[ij-integ(afil/lel6)*lels;
END;
END;

PROCEDURE addition(n:Integer;VAR a,b,c:egentyp);
VAR i:Integer;
BEGIN

FOR i:=n DOWNTO 1 DO BEGIN

ciil:=afil+b[i]

END;

justera(n,c);
END;
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PROCEDURE subtraktion(n:Integer;VAR a,b,c:egentyp);
VAR i:Integer;
BEGIN

FOR i:=n DOWNTC 1 DO BEGIN

cli}:=alil-bli];

END;

justera(n,c):
END;

PROCEDURE multiplikation(n:Integer;VAR a,b,c:egentyp);
VAR i,j:Integer;

a0,al,bld,bl,temp,templ:Comp:;

mulO:egentyp;

BEGIN
FOR i:=1 TO n DO mulld[i]:=0;
FOR i:=1 TO n~1 DO BEGIN
FOR j:=1 TO n—-i DO BEGIN
al:=Int(af[i]l/le8); al:=al[i]~le8*al;
bO:=Int(b{j]/1e8); bl:=b[j]l-1e8%b0;
temp:=al*b0+a0*bl; tempO:=Int(temp/le8);
mulOfi+j]:=mulOfi+jl+al*bl+ie8*(temp—1leB8*templ):;
mulOf[i+j~-1]:=mulQfi+j—-1]+tempO+al*bl;
END;
END;
FOR i:=1 TO n DO BEGIN
ji=n—-i+l1;

al0:=Int(af[i}l/1e8);
bO0:=Int(b[j]l/1le8);
temp:=(a[i]-1e8*al)*b0+al*(b[j]l-1e8*b0);
mulO[n]:=mull0[n]+Int(temp/le8)+al*bl;
END;
FOR i:=1 TO n DO c[i):=mul0[i];
justera(n,c);
END;

PROCEDURE invertera(n:Integer;VAR a,b:egentyp):
VAR i,j:Integer;

inv0,invl,inv2:egentyp;

x0:Extended;

m:ARRAY {1..10] of Integer;
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BEGIN

ji=n;

i:=0;

REPEAT
i:=i+1;
mi{i]:=3;
ji=Trunc(j/2)+1;

UNTIL j=2;

x0:=a[l}/lel6+al[2}/1e32;

x0:=1/%0;

invO[l]:=Int{lel&6™*x0);

inv0[2]:=1e32*x0-1lelée*Int(lelf*x0);

FOR j:=3 TO n DC inv0[j]:=0;

invi[l1]:=2*1lelé;

FOR j:=2 TO n DO invi(j]:=0;

FOR i:=i DOWNTO 1 DO BEGIN
multiplikation(m{i],a,inv0,inv2);
subtraktion (mfi],invl,invd,invd);
multiplikation(m{i],inv0,inv2,inv0);

END;

FOR i:=1 TO n DO bli]l:=invO([i];

END;

PROCEDURE kvadratrot{(n:Integer;VAR a,b:egentyp):
VAR i,j:Integer;
kva(,kval:egentyp;
x0:Extended;
m:ARRAY [1..10] of Integer;
PROCEDURE division(n:Integer;VAR a,b:egentyp);
VAR i:Integer;
divO0:egentyp;
BEGIN
divO[ll:=Int(afll/2);
FOR i:=2 TO n DO
divO[i]:=Int(afi]/2)+lelb*(ali-1]/2-Int(ali-1]1/2));
FOR i:=1 TO n DO bfi]:=divO0[i];

END;

BEGIN
ji=n;
i:=0;
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REPEAT

1:=1+41;

m{i]:=j;

j:=Trunec{j/2)+1;
UNTIL j=2;

x0:=a[ll/lelé+a[2)/le32;

x0:=5qrt(x0};

kvalO[l]:=Int(lel&*x0);

kvaQ[2]}:=le32*x0~1lelé*Int(lelb*x0Q);

FOR §:=3 TO n DG kvaCG[j]:=0;

FOR i:=i DOWNTO 1 DO BEGIN
invertera (m[i],kval, kval);

multiplikation(m[i],a,kval,kval};

addition (m[i],kva0,kval, kval);
division (m[i]},kva0,kval};

END;

FOR i:=1 TO n DO b[i]:=kval[i];

END;
PROCEDURE jamforelse(a:egentyp;VAR xl:Extended;
VAR m:Integer):;
TYPE typ = 0..99;
VAR 1,j:Integer;
b:typ;
p: BOOLEAN;
x,x0:Extended;
a0:ARRAY [1..8] OF typ:
decimal:FILE OF typ;
BEGIN
Assign(decimal, 'C:\PI\DECIMAL"');

Reset (decimal);

i:=0;

REPEAT
i:=i+1;
x:=al[i);

FOR j:=8 DOWNTO 1 DO BEGIN
aO[j]:=Round(x—100*1nt(x/100));
x:=Int(x/100);

END;

p:=TRUE;

j:=0;
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REPEAT
ji=j+l;
Read (decimal.,b);
IF a0[j]<>b THEN p:=FALSE;
UNTIL (p=FALSE) OR (j=8};
UNTIL (p=FALSE} OR (i=n-1};
x:=Int(Exp(2*(9-j)}*Ln(10)}+0.5);
x0:=a[i]j-x*Int(afi)/x)+afi+l]/lel6;
X:=x/100;
x1l:=x*b;
FOR j:=1 TO 9 DO BEGIN
Read (decimal.,b);

¥:=%x/100;
xl:=x1+x*b;
END;

Close(decimal);
x1l:=x1-x0;
j:=Trunc{Ln(Abs{x1l))/Ln(10));
m:=16*i-3;
x1:=x1/Exp(3i*Ln(10));

END;

BEGIN
pil[l]:=2*1lel6;
FOR i:=2 TO n DO pil{i}:
kvadratrot(n,pil,pil);

0
o

pi2:=pil;

pi2{l1]:=pi2{l1]l-1leléb; {(* pi2 innehaller *)
(* nu y, *)

pi3[1]:=6*1elb;

FOR i:=2 TO n DO pi3[i]:=0;

FOR i:=1 TO n DO pil[i]:=4*pil[i];

subtraktion(n,pi3,pil,pil); {(* pil innehaller *)

" w
(* nu a/ )

i

pi3[l]}:=1*1lelé;

Writeln;

FOR k:=1 TO 6 DO BEGIN
multiplikation(n,pi2,pi2,pi2);
multiplikation(n,pid,pi2,pid);
subtraktion {(n,pi3,pi2,pil);
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kvadratrot (n,pi2,pi2});
kvadratrot (n,pi2,pi2);
subtraktion (n,pi3,pi2,pid);
addition (n,pi3,pi2,pib);
invertera (n,pib,pib);

multiplikation(n,pi4,pib5,pi2); (* pi2 innehaller *)

(* nuy,
addition (n,pi3,pi2,pid);
multiplikation(n,pi4.pid,pid);
multiplikation(n,pid.pid,pid);
multiplikation(n,pid,pil,pid);
multiplikation(n,pi2,pi2,pib);
addition (n,pi2,pib5,pibd);
addition (n,pi3,pib5,pis);
multiplikation(n,pi2,pib,pibd);
FOR i:=1 TO 2*k+1 DO

addition (n,piS5,pib5,pid);

*3

subtraktion (n,pid4.,pi5.pil); (* pil innehaller *)

*
(* nu a,

invertera (n,pil,pid);

*)

jamforelse(pi4d,x[k] ,m[k]); (* jamfér med viarde *)
(* pA pi, som finns *)

(* pad C-volymen
Writeln;

Writeln(k:12,x{k]:19:12,"'*le~"' ,m[k});
END;
Writeln(Lst) ;writein(Lst) ;writeln(Lst) :writeln(lst);
FOR k:=1 TO & DO BEGIN
Writeln(Lst);
Writeln(Lst,k:12,x[k):19:12, "*1e~"',m{k])}:
end;
Writeln(Lst,#12);
Readln;

END.
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KALLOR

Materialet till forsta delen av kapitel 1 har hamtats f£fran
boken Geometri och planimetri av Hjalmar Nilsson och Fritz
Wigforas.

Kapitel 2 har skrivits helt efter artikeln Euler-MacLaurins
summationsformel och Bernoulliska polynom av Lars Hérmander.

Artikeln finns i samlingen Vdlj specialarbete i matematik,
sammanstalid av Dan Laksov.

Idéen till kapitel 3 har jag fatt fran tidskriften
Illustrerad Vetenskap, nr 5 1988.

Algoritmen i kapitel 4 kommer fran artikeln Ramanujan and
Pi, av Jonathan M. Borwein och Peter B. Borwein. Artikeln &r
hdmtad fran tidskriften Scientific American, feb. 1988.

Algoritmerna fér invertering och kvadratrotsurdragning i
Pascal-programmet i bilaga 2 har jag hamtat £fran Datorn i

matematikundervisningen av Karl Greger.
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Rittelser och kommentarer till "Metoder f6r numerisk berikning av n",
specialarbete i matematik 1990, Gymnasieskolan i Vinersborg.

Nedanstdende dr en sammanstillning av iakttagelser gjorda av professor Lars Hormander
{Lunds Universitet), docent Per-Anders Ivert (Lunds Universitet, tidigare Universitetet i
Linkoping), docent Ake H Samuelsson (Gteborgs Universitet) och docent Gert
Almkvist (Lunds Universitet), alla universitetsidrare och forskare i matematik, samt
undertecknad, som f. n. studerar bl. a. matematik vid Lunds Universitet.

1. P4 sidan 4 ir springet till den geometriska serien for Lig}w k, ndgot snabbt och
déligt motiverat. Foljande informella motivering kan tka forstielsen.

L&t T,, vara den linedira transformation, som avbildar nh 4 0 och nS—“ i1, d v. s,
n 3 P 5 P

x—-n E?_[l S S S
Ta(x) = —3 . Av definitionen pa k;, foljer nu Tn(n)=Tn(n7“+kn(n7“— njn))
e B |
2 2
% Sy S < oSupy
= (1ky) T + ke T(0F) = (1-kg) 0+ ky 1 = ky. Av n 2 < 7 < > foller at
0<k, <1

Antag nu, att n ir si stort, att s, dr niira noll. Vi kan di med god noggrannhet anviinda
de pd sidorna 2 och 3 beriknade grinsvirdena, som om de var likheter, DA kan vi siga,

$25 S $n 2n

att T,(2n )=lochT(2n"“2n)=l.Vivctvida:catt2n <1t<2ns ,sAatt-1-<kn<
2 4 n 2 2 2 2 4

1

i .
P4 detta sitt kan vi successivt begriinsa k,, till allt kortare intervall, dir intervallingden

for varje steg minskar med en faktor %— % = -}‘: Betraktar man de pi detta siitt erhéllna
undre begrinsningarna for k;,, fir man den i texten angivna geometriska serien.

Om vi i stillet ser pA de dvre begransningama blir resultatet lim_ky = 5 - 5-(5 - 5) -
%—( 12—— %)2 - = 31— Svaret blir naturligtvis detsamma p4 detta siitt.

2. Iformeln lingst ned pa sidan 5 skall nimnaren vara n—4 och inte n4.

3. P4 sidan 6 definieras Beroullipolynomen pi ett nigot olyckligt sitt. Det ir hir
biittre att 14ta (1) och (3) utgéra definitionen. Om B,_; ir givet bestimmer formel (1) B,
sdndr som pd en konstant, och (3) ger oss direkt denna konstant, vilket inte (2) gér. Med
denna definition fir vi i stillet formel (2) som en konsekvens av (1) och (3), vilket kan
visas pd liknande siitt som (3) har visats i texten. Formeln (3) dr giltig for n21,

4. Miu pd sidan 7 skall det std (-l)mlel(x)+C och inte (—-1)“+1B“(x)+C.
5. Tinduktionsbevisen i kapitel 2 har jag katlat det som skall visas ett antagande, men
det iir snarare s, att induktionssteget 4r en implikation, diir man visar eit pistiende,

6. Iinduktionsstegen har anviints obestiimda integraler. Niir man skall visa att tv
deriverbara funktioner #r lika, dr det emellertid oftast bittre, att antingen anvinda
bestimda integraler eller visa att derivatorna ir lika och att funktionerna dverensstimmer i
nigon punkt.

7. Sats 4 pi sidan 10 skall lyda B,(2x) = 2“"(Bn(x)+Bn(x+%)). Det skall alltsd vara

ett plustecken i stillet for ett minustecken. Samma fel Aterkommer i beviset, en gdng pd
sidan 10 och tvA ginger p4 sidan 11.

8. Nimnaren pd sidan 13, rad 8, skall vara 2mip, inte 2xiv,



9. [Isteget frin forsta till andra raden pi sidan 15 fSrutsiitts att f(0) = f(1), men detta
behdver inte alltid vara sant. Grinsvirdet 4r dock alltid 0, sd om man kan stryker forsta
delen av rad 2, blir beviset korrekt.

10. P4 sidan 14, rad 10, och pd 8 stillen pi nedre halvan av sidan 15 - inklusive
formel (6) — skall exponenten i Fourierserien for B;(x) vara 2mivx, alltsi utan
minustecken, precis som i formel (4),

11. I rekursionsformeln for b, pa sidan 19, skall [ g3 frin O till n—1, ej frin 1, enligt

sats 2. Vi fir siledes by =— —— 2v0 (“}1) by, n21.

12. Metoden i kapitel 4 har ndgot missvisande kallats Borweins. Den 4r ju egentligen
bara en iteration av Landentransformationer av elliptiska integraler, och att detta kunde
anviindas for berikning av &, uppticktes av Brent 1974. Bréderna Borweins insats kan
nog huvudsakligen séigas vara, att de har marknadsfért metoden. De har dock sjilva
utvecklat flera andra algoritmer.

13. P4 sidan 23 miste agy = 6—4v2, och inte 6— V2, for att berdkningama skall
stimma.
14. Algoritmer av den sort, som anvinds i kapitel 4, kan visserligen vara mycket

snabba med effektiva program, men snabbt konvergerande serier kan ibland vara dnnu
snabbare. Sdlunda anviinde for ett par &r sedan broderna David och Gregory Chudnovsky

foljande serie £or att berikna r med fler éin 102 decimaler:
1 640320%2 e~ _ 13591409 (6n)! (=1)"
% 6541681608 = “~n=0545140134+ 1 (3n)l (1)} 6403200 "
Absolutbeloppet av kvoten mellan tvA termer i serien #r ungefiir 6,6-10-15.
15. P4 sidan 28, rad 4, skall tdljaren i sista termen vara B({y), inte B,(y).
sin x -1

16. Det vilkiinda griinsvirdet pa sidan 29 ir naturligtvis lim,

Mats Andersson Lund 27 februari 1992

PS: Jag har bytt efternamn till Anderbok frin 1993-03-02.

Mats Anderbok Lund 9 september 1993



