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"Plattlaggning"

Problem:

En sammanhangande yta &r given, lagd pa ett kvadratiskt rutnat tacker den helt en viss
mangd av rutorna, och inget annat. Ar det mojligt att "forinta" hela ytan genom att
upprepat ta bort fran ytan tre sammanhangande kvadrater vilka inte ligger i linje alla tre?
I sa fall, hur kan det goras?

Figurerna nedan &r ett exempel pa problemet. Vanstra figuren visar ytan i gratt som blivit
lagd pa det kvadratiska rutnatet. Figuren till hoger visar en mojlig 16sning for att forinta
hela ytan med "ostbagar", som de geometriska forintelsevapnen hadanefter kommer att
kallas.

Analys:

Ett forsta kriterium for en ytas forintelsebarhet &r att antalet kvadrater
den upptar &r delbart med tre, annars skulle det garanterat bli en eller tva
|| rutor kvar nar man anvant si manga ostbagar man kan.

Figuren till vanster &r 7 rutor stor, 7 mod 3=1, en stackare blev Over.

Ett andra kriterium ar att, varje kvadrat rutan upptar maste kunna
forintas i den forsta ostbagesalvan. Fastan antalet rutor i ytan till vanster
(alla gra rutor) &r 6, alltsa jamnt delbart med 3, sa ar ytan inte
forintelsebar, detta "for att" den morkgra rutan omajligt kan inga i en
osthage i forsta steget, och darmed inte i nagot steg som foljer.

De tva kriterierna ovan kan anvandas i forsta steget for att avgora om det
ar lont att soka en riktig l6sning, for dven om bada kriterierna ar
uppfyllda sa ar det inte sékert att ytan ar forintelsebar! Ytan till vanster
har 9 rutor=bra, alla rutor kan ostbage-bombas i forsta steget=bra, men
| 16sning saknas andock. Detta eftersom ruta nr 1 endast ingér i en ostbage
och nar den ar lagd sa ingar plotsligt ruta nr 2 endast i en ostbage och nar
den ar lagd sa kan man lika garna ata upp den sista ostbagen, for i ytan kan den inte
laggas.
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Att hitta en I6sning till &n mer komplicerade ytor, eller hitta méngden av samtliga
I6sningar, eller hur manga det finns, kan bli, ratt komplicerat. M&jligen kan det ha en viss
fordel att transformera problemet till ett annat ekvivalent problem pa féljande sétt.

1 2 4 Man numrerar rutorna i ytan med nummer fran 1 och uppat.
2 1 5§ 1123 Om man sedan tar numren pa rutorna som ingar i varije
2 3 5 4|56 mojlig ostbage (tre nummer per ostbage), far man en matris
som den till vanster. Dér tex forsta raden (1,2,4) ar den

3 2 6 ostbage som ligger hogst upp till vanster pa ytan.
4 15
5 2 4 Informationen i matrisen kan beskrivas med en annan matris som den nedan

till vanster, dar raderna ar distinkta ostbagar och de tre ettorna i varje rad
5 2 6 visar vilka rutor som bildar ostbdgen, kolonn-numret dar en etta star &r
6 3 5) sammasom numret for rutan.
1 1 0 1 0 0) Forstaraden (1,1,0,1,0,0) ar den ostbage hogst upp till vanster pa
11 0 0 1 ol Yan Problemet blir nu att hitta tva rader, (i det har fallet), som

om man tolkar raderna som bindra tal och OR:ar ihop dem, ger
0110 1 0| resultatet (1,1,1,1,1,1), alltsd alla rutor i ytan forintade. Forsta och
0 1 1 0 0 1| sistaraden &ren losning eftersom:
1001 10| [ |
110100
010110 OR 00 10 1 1 Detta motsvaras av dversta vanstra
010011 och nedersta hogra ostbagen pa
tan.

Att denna yta endast kan forintas pa tva olika satt kan ses i matrisen ovan tex genom att
observera att kolonn tva endast innehaller tva nollor, och om tva rader med vardera tre
ettor ska kunna or:as ihop till 111111b sa far inga ettor delas i samma position av de tva
raderna. Detta innebér att exakt en av de tva raderna med vérde noll i kolonn tva, (rad 5
och 8), maste ingd i varje l6sning. Exakt en I6sning svarar mot vardera av dessa rader,
"rad 5 med rad 4" och "rad 8 med rad 1", vilket ddrmed &r samtliga l6sningar.

Nog &r det latt att Gvertyga sig om samma tva I6sningar genom att observera den
grafiska representationen av ytan, men da antalet rutor och majliga ostbagar okar kanske
det blir smidigare att arbeta med den bindra matrisen, i varje fall om man vill ha mera
stringenta bevis for l6sbarhet och antal I6sningar. Sékerligen ar matris-formen
fordelaktigare vid data-analys av problemet.

Dimensionerna for den bindra matrisen varierar med antalet rutor och den
allmanna strukturen pa ytan. Antalet kolonner kommer alltid att vara lika som antalet
rutor, och raderna kommer alltid att vara forre an tex 4*antalet rutor. Det senare eftersom
det endast gar att placera en ostbage pa fyra olika hall, och hornet pa ostbagen maste
finnas pa nagon av rutorna, alltsa "4 hall" * "antalet rutor", men det blir alltid mer eller
mindre spill, atminstonde pa ytans kanter, dér vissa ostbagar omajligen kan laggas.
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Man kan definiera vissa familjer av ytor som garanterat gar att forinta. Ett exempel pa en
sadan familj &r den av alla kvadratiska ytor med 2" (n > O) rutors sidlangd varav en ruta

saknas, var som helst pa ytan. Medlemmarna av denna familj &r garanterat forintelsebara,
och ett induktions-bevis for detta foljer nedan.

y(n) betecknar mangden av alla kvadratiska ytor med 2" rutors sidlangd, varav en ruta
saknas nagonstans. Den saknade rutan benamnes halruta.

hornen, rotations-symmetri ger att alla 4:a ytorna ar forintelsebara om nagon av
dem &r det. Ytan till vanster tillhor y(1) och &r forintelsebar, ddrmed &r alla ytor i
y(1) forintelsebara.

F y(1) innehaller 4 olika kvadratiska ytor med sidlangd 2 och en halruta i ndgot av
_

Det antas att samtliga ytor i y(n) &r forintelsebara, da foljer det att samtliga ytor i y(n+1)
ocksa ar forintelsebara, pga foljande.

n+1
I Z i Kvadratomradet for y(n+1) kan byggas upp av fyra omraden av
2" 2" samma storlek som for y(n), enligt figuren till vanster. Varje av
dessa 4 delkvadrater &r forintelsebara da man tar bort en ruta pa
valfritt stalle, enligt forutsattning. Ytorna i y(n+1) fas genom
borttagande av en valfri ruta fran hela det kvadratiska omradet till
vanster. Denna ruta hamnar nédvandigtvis i nagon av de fyra
delkvadraterna, varfor denna delkvadrat blir férintelsebar. Antag att
halrutan &r fran delkvadraten hogst upp till véanster, da blir
situationen som i figuren nedan dar den vita kvadraten innehaller
halrutan och ar forintelsebar. Om da det grd omradet aven det ar
| o1 forintelsebart sa ar hela ytan fran y(n+1) forintelsebar. Men det gra
T o omradet ar forintelsebart, eftersom det gér att placera en ostbage i
| 2 ; 2 , centrum som forintar exakt en ruta fran varje delkvadrat och darmed
lamnar tre delytor, varje fran y(n), vilka alla ar forintelsebara.
Dérmed ar alla ytor i y(n+1) dar halrutan ligger i den 6vre vanstra
delkvadraten, forintelsebara. Genom analogi ar y(n+1)-ytorna
forintelsebara oavsett i vilken delkvadrat man placerar halrutan,
eftersom ostbagen i centrum alltid gar att lagga. Darmed ar alla ytor
1 y(n+1) forintelsebara om alla ytor i y(n) ar forintelsebara. Eftersom
ytorna i y(1) ar forintelsebara sa foljer det att alla ytor i alla y(x)

(x> 0), ar forintelsebara. V.S.V.

Till vanster, ett grafiskt bevis pa att, som alla som sett
hundra hungriga moss invadera en ostaffar saker vet, ost
gar att forinta.
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